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著名 数学 家 希 尔 伯 特 曾 感言 :“ 只 要 一 门 科学 分 文 能 提出 大 量 的 问题 , 它 就 充 
满 生 命 力 ; 而 问题 的 缺乏 则 预示 着 独立 发 展 的 衰 记 和 终止 .” 

美 籍 罗 马 尼 亚 数论 学 家 了 . Smarandache 在 《Only problems, not solutions) 
一 书 以 及 其 它 场合 中 , 提出 了 很 多 有 待 解 决 的 数学 问题 . 许多 学 者 对 其 进行 了 人 研究， 
得 到 了 不 少 具 有 重要 价值 的 成 果 . 

F. Smarandache 提出 的 大 部 分 问题 都 是 关于 特殊 数列 、 数 论 函数 的 .数列 、 
函数 的 取 值 通常 是 不 规则 的 , 但 是 其 均值 却 往往 具有 良好 的 性 质 . 很 多 论文 利用 解 
析 数 论 中 的 方法 和 工具 , 例如 Euler 乘积 公式 、Perron 公式 、Riemann zeta KZŽ 
的 性 质 , 研究 了 F. Smarandache 提出 的 数列 、 函 数 的 均值 , 并 给 出 了 一 系列 的 渐 

本 书 根据 导师 张 文 鹏 教授 的 建议 ， 对 目前 利用 解析 方法 研究 Smarandache 问 
题 的 相关 工作 进行 了 系统 的 总 结 ， 其 中 也 汇总 了 作者 及 其 所 在 的 项 目 组 的 研究 成 
果 . 本 书 分 为 五 章 , 分 别 介绍 解析 数论 的 基础 知识 、Smarandache 数列 的 均值 、 一 
些 Smarandache 函数 的 无 穷 级 数 、 除 数 函 数 与 一 些 Smarandache 函数 的 混合 均 
值 、 函数 e,(n) 的 均值 . 有 兴趣 的 读者 通过 阅读 本 书 , 可 以 开拓 读者 的 视野 , 激发 读 
者 对 这 些 领 域 的 研究 兴趣 . 

本 书 的 完成 首先 感谢 导师 张 文 觅 教授 的 大 力 文 持 以 及 提出 的 宝贵 意见 . 本 书 的 
写作 过 程 中 , 得 到 了 国家 自然 科学 基金 (编号 : 10901128)、 高 等 学 校 博士 学 科 点 专 
项 科研 基金 -新 教师 类 (编号 : 20090201120061)、 陕 西 省 教委 专项 科研 基金 (编号 : 
09JK762) 以 及 中 央 高 校 基本 科研 业务 费 的 部 分 资助 , 作者 在 此 表示 感谢 。 
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第 一 章 ”解析 数论 基础 


本 章 介绍 解析 数论 中 的 一 些 基本 概念 和 性 质 , 例如 Riemann zeta 函数 、Euler 


乘积 、Perron 公式 等 等 。 
§1.1 Riemann zeta PA ŽK 


1 1 1 ; 
定义 1.1.1. y= lim (1 Co ae oe logm) 称 为 Buler 常数 . 
m— co m 
在 数值 上 x = 0.5772157---. 
定义 1.1.2. T 函数 定义 为 
a se i (1 十 =) en 
I'(s) 7 a n i 
adh 


BIR E ATC) 在 整个 平面 上 除去 点 s = 0, 一 1 一 2， 
TI 


是 解析 的 , RHE ET (8) 的 简 六 
定义 1.1.3. 4Res=o>1 I}, Riemann zeta 函数 C(s) 的 定义 为 


(3) =o =. 


根据 定义 , C(s) 在 半 平 面 Re s > 1 是 解析 的 . 


定理 1.1.1. 
1 \- 
= 上 一 一 Res>l. 

¢(s) II ( =) es 


P 


上 式 称 为 Euler 公式 或 Euler 恒等式 














定理 1.1.2. %4 Res > 0,N>1 时 ,有 
N 
i NI a E 
= oY a sf ystl 


Ce Die a 
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由 定理 1.1.2, C(s) 可 开拓 到 半 平 面 Re s > 0. 此 外 显然 C(s) 在 半 平 面 Res > 0 
除去 点 s = 1 外 是 解析 的 , 并 在 点 s = 1 有 一 个 一 阶 极点 , 其 留 数 为 1. 








定理 1.1.3. 等 式 








上 式 称 为 6 函数 的 函数 方程 . 由 函数 方程 , 6(s) 可 开拓 到 整个 复 平面 , 其 中 s = 
无 穷 多 个 非 显然 零点 . 





下 面 列 出 关于 6(s) 的 非 显然 零点 的 一 些 结论 . 


定理 1.1.4. Hon = bn tin, n 二 1,2,.… ,是 C(s) 的 非 显然 零点 . MA 


= 1 
a 
> IIT ny = clog(|T| + 2). 


定理 1.1.5. 存在 绝对 常数 c > 0, 使 得 在 s 平面 的 区 域 


C 


Re s = o > 1 -一 一 
log(|t| + 2) 


内 没有 C BHAA. 
定理 1.1.6. 


Clo + it) lt logltl 0<o<1, lt>2. 
81.2 Euler F JA] 


定义 1.2.1. 一 个 数论 函数 广 称 为 是 可 乘 的 ,如果 上 不 恒 为 零 并 且 对 任意 的 (mm) = 
1, 有 f(mn) = f(m)f(n). 
— KS BHAA RAAT RY, 如 果 对 所 有 的 m,n, HRA f(mn) = f(m)f(n). 


1.2.1. Afan) =n", 其 中 a 是 固定 的 复数 . faln) 是 完全 可 乘 的 ， 
例 1.2.2. Mobius BHku(n) 是 可 来 的 . 


例 1.2.3. Euler 函数 由 7) TRH. 


§1.2 Euler 乘积 3 


例 1.2.4. Liouville 函数 和 (m) 是 完全 可 来 的 . 


例 1.2.5. 除数 函数 ga(n) = 》 d ATRA. 


d|n 


1.2.6. Dirichlet 特征 xX(n) 是 完全 可 来 的 . 
定理 1.2.1. Sf 是 一 个 可 来 的 数论 函数 , 使 得 》 f(n) 绝对 收敛 .那么 , 这 
n=1 
个 级 数 的 和 能 表示 为 在 所 有 素数 上 展开 的 一 个 绝对 收敛 的 无 穷 乘积 
Yms] [+f +f’) +---). 
n=1 


P 


Rf LAAT RA, 则 乘积 可 简化 为 
1 
f(n) = 
2, II 1— f(p) 


上 面 的 乘积 称 为 级 数 的 Euler 乘积 . 





定理 1.2.2. 假设 》  f(n)n* sto > ou BAIS, Hf RTRA, 则 有 





























yay eee...) 4o>o, 时 . 
WR 是 完全 可 来 的 , WA 
< fin) 1 L 
Sm ig 由 
例 1.2.7. 
G aa e 当 a > 1, 
i < u(n) E 
G À = =] [(1-p ) ， 当 c > 1， 
6(s 一 1]) dm) p 
o aa “Hy pe a 
¢(2s) _ £ A(n) 本 1 
C(s) => me “i eer 
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"ih 





81.3 Perron 公式 


下 面 的 Perron 公式 给 出 了 函数 (zx =y i GBS (s) == 之 间 的 
n<r n=1 


某 种 关系 . 7 


Co 


定理 1.3.1. 设 f(s) = 2a on Ba > 1 maka, |a,,| < Aln), 其 中 A(n) > 
=1 
0 是 n 的 单调 增 函 数 t Ho 一 1+ 时 ， 


`> lann =O((o-1)*), a>0. 
n=1 


那么 对 于 任意 的 bo >b>1,T>1,r=N+4, 有 公式 


= oh ee x g? xA(2x)log x 
®(2) = > an= 55 ro Za +0 (zp) e EE), 


Wee b—iT 


其 中 大 O 常数 仅 依 赖 于 bo. 


第 二 章 Smarandache 数列 的 均值 分 布 


本 章 利用 解析 方法 , 包括 Euler 乘积 公 与 Perron 公式 , 研究 一 些 Smarandache 
数列 的 均值 分 布 性 质 , 并 给 出 一 些 渐 近 公 


82.1 无 3 次 因子 数列 


一 个 自然 数 a, 如 果 不 能 被 任意 > 2 的 整数 b 的 3 次 方 整除 , 就 称 为 无 3 次 因子 
数 . 从 不 包含 0 和 1 的 自然 数 集合 中 ， 

-RH22 的 所 有 倍数 ， 

-去 掉 33 的 所 有 倍数 ， 

-RHS 的 所 有 倍数 ， 

这 样 一 直下 去 , 去 掉 全 体 素数 的 3 次 方 的 所 有 倍数 , 这 样 就 可 得 到 无 3 次 因子 
BONA: 2,3,4,5,6, 7,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 17,-- 

F. Smarandache 建议 研究 无 3 次 因子 数列 的 性 质 . 本 节 将 利用 解析 方法 研究 
该 数列 的 渐 近 性 质 . 

定理 2.1.1. 令 4 表示 无 3 次 因子 数列 的 集合 . 则 有 











其 中 e 是 任意 正 实数 , C(s) ARiemann zeta BH. 
定理 2.1.2. SA 表示 无 3 次 因子 数列 的 集合 , $(n) 为 Buler HH. 则 有 渐 近 


公式 
ee ee oa 

> $2) ~ 2¢(3) I] (: in) +0 (e? ) 

a 了 

a<r 

定理 2.1.3. FA 表示 无 3 次 因子 数列 的 集合 , d(n) A Dirichlet 除数 函数 . 则 
有 渐 近 公式 
p +2p+3 24C' (2 


acA 
a<r 
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plnp dye 
42 eta =) nO): 





其 中 
œ Jn 
6 (2) = -> 


n=2 
现在 证 明 这 些 定理 . 为 方便 起 见 , 定义 函数 a(n) 如 下 : 
| 0, 如 果 n= 1, 





a(n) 二 4 n, WR Rin, n>1,k > 2, 


0, MRR |nn>1,k>2. 


TON 


Sia = > a(n). 


acA nír 
a<x 





n 


Oe oye 
由 Euler 乘积 公式 , 有 


jo) = TU (1+ 2) 20) 

















; p° p’ 
1 1 
= I] (1 a pe 元 
p 
ee 6(6=2) 
¢(3(s — 1)) 
在 Perron 公式 中 取 
so — 0, b=3, T zł, H(x) =a, Ba = —, 
可 得 
7 1 3+iT C(s 上 1) Ts E 
注意 到 函数 
C(s—1) a 
C(3(s —1)) s 


在 s = 2 有 一 个 简单 极点 , 留 数 为 





26(3) 





从 而 
acA 
a<r 
这 就 证 明了 定理 2.1.1. 
设 


由 Euler 乘积 公式 , 有 
fi(s) 


f2(s) 


利用 同样 的 方法 可 得 


X gla) = 


acA 
axt 


2 d(a(p)) 
= TT (+ 





天 





子 数列 





82.1 无 3 次 





DD dieg e: 


n<ux 

















RG oS iy, Oa) 
fs) = aS eee) 
d(a(p)) ， o(a(p’)) 
a a) 
D 一 1 p-p 
(+2 +54) 


pe i+ 
prs-t + ps +p 


) 


d(a(p*)) 


T ps 




















= Bas II (+ GR): 
a H ( E T i) Oe i 
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以 及 


T 


2 i +0 (at). 


从 而 证 明了 定理 2.1.2 与 定理 2.1.3. 











82.2 kfull 数列 


Wk > 2 为 整数 , n 为 自然 数 . 若 对 任意 素数 p 都 有 p* tn, 就 称 n 为 无 上 次 因 
子 数 . 若 由 p | n 一 定 可 推出 pr |n, 则 称 n Wk-full žr. F. Smarandache 建议 研究 
该 数列 的 性 质 ， 本 节 将 利用 解析 方法 研究 k-full 数 的 浙 近 性 质 , 并 给 出 一 些 渐 近 公 
式 . 

定理 2.2.1. 对 任意 实数 x > 1, 有 

= 6kalte 1 ltagte 
a pel (1+ pagan oe 


neA 


nag 





其 中 e 是 任意 正 实数 . 
定理 2.2.2. 设 $(n) 为 Buler BA, 则 对 任意 实数 7 > 1， 有 渐 近 公式 
fa Er p- pr 
> 


nEA 


nír 


+0 (at) 2 


定理 2.2.3. Ha > 0, ou(m) =) d. 则 对 任意 实数 z > 1, 有 渐 近 公式 


dln 
> aln) 
nEA 
n<ux 
1 1 k 1 
Gkrett pre (p? — 1) > (+) + pert + pt —1 
= 1+ = 7 
(ka + 1)r? II (pot — 1)(p + 1)(p* — 1) 


82.2 k-full 数列 9 


定理 2.2.4. 设 d(n) A Dirichlet 除数 函数 . 则 对 任意 实数 > 1, 有 渐 近 公式 





1 k+l s 1 
2 6kxt (2p —1) E e — kph 
d(n) = fl ilo 
z = ll (+ DF 1p i 
nag 
+O(x**), 


其 中 f(y) 是 关于 y 的 次 数 为 k 的 多 项 式 . 
定理 2.2.5. 对 任意 实数 z > 1, 有 





十 O (zt!) 
其 中 m 是 给 定 的 整数 ， (m,n) 表示 m 与 n 的 最 大 公 因 数 . 


定理 2.2.6. 对 任意 实数 z > 1, 有 





( pe|m 
BSk 
IT (i \- 7 1) (p° — p?*)p* u(— 

x Tp PD Se I ( ) 
p®||m tae DOS) plm paa 
B>k 

+O («* | 




















现在 证 明 这 些 定理 . 为 方便 起 见 , 定义 函数 a(n) 如 下 : 
1, WẸ n= l; 
n, 如 果 n Æ k-full 数 ; 
0, 如 果 n 不 是 k-full 数 . 
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显然 有 
`> n= `> a(n) 
nEA n<z 
有 所 也 
设 
fs) => 
n=1 
由 Euler 乘 积 公 式 可 得 ， 





f(s) = [J 























_ ¢(k(s— 1)) 1 
~ C(2k(s — 1)) II (: POTD 5) 
其 中 C(s) 是 Riemann zeta 函数 . 显然 有 不 
< a(n) 1 
elsa SE 
其 中 o > 1— 2 是 s 的 实 部 . 则 由 Perron 公式 有 
b+iT P 
`. aa) = 元 f(st+ so) ds 
nw T Jo-iT s 


i (cH 2) 


+O G °° AT (2a) min | 1, 2y) 


40 (« “o H(N) min 人 i) 


其 中 是 最 靠近 x 的 整数 , ||z|| = |z 一 和 N|. 取 








1 1 
So = 0, b 一 2 十 天， Tag: Ha) = x, B(o) = 


§2.2 k-full 数列 


o 1 a cd ¢(k(s — 1)) r? 1+4 +e 
arate a 
其 中 
1 
n I(r) 


为 了 估计 主 项 


j 2+4+iT C(k(s —1))a 
Dit Jai CORKS — Is 


bE i 了 .此 时 函数 





我 们 把 积分 线 从 s 二 2 十 : 上 这 移 到 s = 14 j 








1 
fis=1+ 5 Mas 


则 有 


十 下 十 i 


207 41-47 


1 2+4+iT 1+ HiT 1+4 iT 2+4—iT 
he ee 
2 2 l+s¢+iT 1+4 iT 


¢(k(s 一 1))28 
“re ie es 

















katt ] 
~ (k + 1)¢(2) ie ea eer Vaal E 
(k + 1)¢(2) II ( 5 (p + 1)(p? 一 5) 
不 难 证 明 估计 式 
Le eV leis 
2ri 2 
ant (he +f) ¢(2k(s — 1))s (s) 
+8 | elele = TAT) a aR 
< ee ¢(2k(o —1+iT)) (s) 7 do 
get r 
++ 





< ST 
T 
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1 ce og C(k(s —1))x* 
danae CORDES 
C(1/2 + ikt) z+% 
i a C(L +2ikt) t 
< glt tE 
注意 到 6(2) = 一 , 由 上 可 得 
= 6kaltt ree 
2 pon (p + 1)(p* 5) + ) 
这 就 证 明了 定理 2.2.1. 
定义 
A) = DV, yey =, 
1 ned 
f(s) =~ a fals) =y. erh, 
Mes | 
a 


由 Euler 乘积 公式 得 


fils) = II 














| 
IIA s 
bo}]— 
x 
wD 
| 
| 
— | 
六 -一 
oo ~*~ 
= 
+ 
Te 
S 
= 
we 
| 
E 
+ 
=| 
Nr: 
va 
RS 
a 
l 
is) 
~~" 
NS 


82.3 M KERR 13 


fals) 


fs(s) 


再 由 相似 的 方法 可 证 其 余 定理 . 








Ck+1(ks) 
Crt12ks 
k+1 
(2p° _ 1) (A preo _ kp +s 
x jpe R E 
H+ 六 TOUR 了 











i ks plktls 
_ Cks) pis 1 
= vrs ll (a3) II (+ Grae) 
Talp”) 
i lI ( + prs (1 — 4 ;) 
B<k 
C olp) calp?) 
1 - 
B>k 








plm ptm 
B — »B-1 
x II 1+ 4 E 
Mega 
Pp |m 也 p 
BSk 
-1 i i B B-1 
pP 一 了 P — P 
x 1+ 
MHES eo 
pS ||m i=k p ps 
B>k 














82.3 M KHIR 


设 上 自然 数 m > 2, 正 整数 n =p- pr. EM KERR 
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F. Smanrandache 建议 研究 m 次 暴 剩 余数 的 性 质 ， 定 义 两 个 新 的 数论 函数 U (n) 
与 V(n) W F: 
U(1)=1, U(n)= I[-. 


pln 


V(1)=1, V(n)=V(p) V(r) = (p — 1) (wer — 1), 


其 中 n = p-p. 显然 UV(n) SV (n) 都 是 可 乘 函 数 . 本 节 利 用 解析 方法 研 
RU (n) 与 V(n) Em KERR EI, 并 给 出 两 个 渐 近 公式 . 


定理 2.3.1. SA 表示 m KRA RARA. 则 对 任意 实数 Z > 1, 有 渐 近 公 




















EN 
37 1 5te 
nír 
其 中 e 是 任意 正 实数 . 
定理 2.3.2. 对 任意 实数 z > 1, 有 
x 1 1 -= p” 号 十 e 
2 in = (1 ee ae | +0 («? ) 
n P 
nar 
现在 证 明 这 些 定理 . 设 
< U(n) 
f(s) = 》 一 
n=1 4 
nEA 
由 了 Euler 乘积 公式 有 
U(p) | U(p") Ue) 
f(s) ai II (1 市 ps ag ps BPE pms 
U m U m+1 
k o” ly cate ) 
p p 
== II 1 + ps! + 2s—1 T F p™m—1)s-1 





82.3 M KARATE 


iy, e E (1 ate! 
¢(2(s — 1)) II P (p — 1) (pE +p’) J ’ 
其 中 C(s) 是 Riemann zeta ži. 易 得 不 等 式 








|U(n)| <n, 














其 中 o > 2 是 s 的 实 部 . 注意 到 函数 


C(s — Da* ( p° ) 
¢(2(s — 1))s II Dp) 
在 s = 2 有 一 个 简单 极点 , 留 数 为 





则 由 Perron 公式 可 证 
3x? 1 Ste 
> a (a tO), 




















neA 
nar 
这 就 证 明了 定理 2.3.1. 
定义 
< V(n) 
g(s) =o; 
n=1 n 
nEA 
由 Euler 乘积 公式 有 
E Vip) , V(p") V(p™!) 
g(s) = II(+ pO ge ee ET 








VAG): e NAME) ip: 
pms pimtl)s 








—] 2_ 4 mL 一 1 
一 (+ 42 PAOR ea 


ps prs plm— 1)s 


pd p=] 
“pms a 




















再 由 相似 的 方法 可 证 定理 2.3.2. 
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§2.4 Smarandache ACHES IMAA 


从 不 包含 0 与 1 的 自然 数 集合 中 ， 
-去 掉 所 有 的 2*, k > 2; 
-去 掉 所 有 的 3*, k > 2; 
-去 掉 所 有 的 5*, k > 2; 
-去 掉 所 有 的 6" k > 2; 
-去 掉 所 有 的 7*, k > 2; 
-去 掉 所 有 的 10*, k > 2; 


依次 继续 下 去 , 最 终 可 得 到 所 谓 的 Smarandache HEIR TBI: 























2, 3, 5, 6,7, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 17, 18, 19.3 
设 4 表示 所 有 的 无 理 根 筛 的 集合 . 本 节 将 研究 无 理 根 得 数列 的 均值 , 并 给 出 一 个 渐 
定理 2.4.1. 设 d(n) A Dirichlet 除数 函数 . 则 对 任意 实数 x > 1, 有 渐 近 公式 


> d(n) 


nEA 
nx 


3 E 1 2 
= (« = Tavelne + Ayr? In? £ + Ax? ln z + A3x3 + Ave) lag 


























+(2y — la + As vT + Aer? +O (x) 
其 中 e 是 任意 正 实数 , y 是 Buler 常 数 ，A1, Ao, Ag, A4, As, 46 是 可 计算 的 常数 . 
首先 引入 下 面 的 一 些 引 理 . 
引 理 2.4.1. 对 任意 实数 z > 1, 有 


dan) =znz+(y-Dz+olz aot i 


nír 
其 中 e 是 任意 正 实 数 , y 是 Buler 常 数 . 
证 明 ， 参阅 文献 [32]. 口 
引 理 2.4.2. 对 任意 实数 x > 1, 有 


> dr 二 子 V5mnz+PVE+O 人 ai iy 


m< VDZ 

















§2.4 Smarandache IEIR fm Zy 


6Cox? In? x 
2 ee og 


+C3x3 +O (zt , 
其 中 Bi, Bo, Co, C1, Co, Cae Ti HY HK. 
证 明 ， 定 义 





由 Euler 乘积 和 d(n) 的 可 








3 5 7 
f(s) = 1 二 二 十 = 本 +) 
(s) I ps prs ps 





II 
-下 
= 
l 
S|- 
VS 

| 
十 
aie 
ZN 
| 
SH 


II 

l 
| 一 
NY 

| 
~ 
十 
Slr 
+ 
care 





si ea) +5) 
-Šo 
(25) 


go ln? z + Gat lng 











其 中 6(s) Riemann zeta 函 数 . 在 Perron 公 式 中 取 so 





nL 3—iT 6 
注意 到 函数 
Cs) x° 
C(2s) s 


在 s = 1 有 一 个 3 阶 极点 , 留 数 为 





其 中 Bi, Bs 是 可 计算 的 常数 . 则 有 








0,T x?,b 


en Le Coe he 


1 3 s\ (2) 3 
lim ((s 一 196 (s) =) = 二 Xln” x + Bizlnz+t Box, 
T 


3a In? 1 
X dln’) = — Z + Bizing + Box +O (a) ; 


NI% 


17 
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即 就 是 
3vTmz Bı 1 
2y d a ee, ite 
Do e + Venn + Bt +0 (x Ns 
nava 
这 就 证 明了 引 理 的 第 一 个 公式 . 
定义 
< d(n?) 
= 1. 
g(s) >, rae Re s > 
则 由 Euler 乘 积 
4 7 10 
gs) = [I Sean ad ) 











HAC (s) Riemann zetari 2. 再 由 Perron 公 式 可 得 





6 1 
`> d(n?) = z002 ln" x+ Cixln? r+ Coxln g + C32 +O («?**) s 





6Coz In? x Cr 1 Cə 1 1 1 
3 aa ine = r3 3 ete 
> din") = ana + 92 ln x + 32 lng + Car +0 (2 y 











从 而 证 明了 引 理 2.4.2. 
现在 证 明定 理 2.4.1. 由 引 理 2.4.1 与 引 理 2.4.2, 有 


Xdin) 


nEA 
n<u 









































82.5 关于 squarefree 与 squarefull 数列 


=>》dm- > d(n’?)- >》 da+O | `> ar) 
nsx nove n<r3 4< 
_ («- Svome 





+ A, r? In? a+ Aor? Ina + Agr? + Ave) Ina 
ee ate), 


1,2,… ,6) 是 可 计算 的 常数 . 


82.5 关于 squarefree 与 squarefull 数列 


设 p 为 奇 素数 .对 任意 与 p 互 素 的 整数 a, Wita = 1 mod p 的 最 小 的 正 整 


数 广 称 为 a 对 模 p 的 指数 . 如 果 f = p 一 1, then a 称 为 模 p 的 原 根 . 定义 prim(z) 
为 模 p 的 不 超过 x 的 正 原 根 数目 . 由 [36] 可 得 


prim(x) = ew- (x +0 (ee . vplogp)) 


其 中 gp(q) 为 Euler 函数 , w(q) 为 q 的 不 同 素 因子 的 个 数 . 
此 外 , 一 个 整数 如 果 不 能 被 任何 素数 的 k WER, 就 称 为 k-free (k > 2, 为 
整数 )， 反 过 来 , 一 个 整数 g 被 称 为 k-full， 如 果 plg 当 且 仅 当 p*|q， 许 多 学 者 研究 


过 k-free BAlk-full 数 的 性 质 ， 例 如 , 定义 Q(X) 为 不 超过 x 的 k-free 数 的 数目 ， 
Gegenbauer[10] 给 出 了 估计 式 : 


A ilk 


其 中 C(k) Riemann zeta 函数 . 


现在 我 们 考虑 不 超过 z 的 squarefree 或 squarefull 原 根 的 数目 . 由 [36] 可 得 下 
面 的 两 个 命题 . 


命题 2.5.1. 模 p 的 不 超过 x 的 squarefree 正 原 根 的 数目 为 


ERTE (Cre 40 (20-0 pl. log)" 2°), 
其 中 


Cn = Jfa —1/p*). 
了 
命题 2.5.2. Bp 的 不 超过 x Msquarefull 正 原 根 的 数目 为 
o(p 1) 1/2 w(p—1) ps. 1/3 1/8 
Sa (One +0(2 (p-1), (logp) +a )). 
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ST 





其 中 


Co 三 2 >， 1/93/2 (1-5), 
q squallfree 
om 
seot(4) A Legendre 符号 . 
一 个 整数 n 称 为 是 模 p 的 二 次 剩余 , 如 果 同 余 方 程 z 三 mod p 有 解 . 由 [33] 
我 们 有 
命题 2.5.3. Kp 为 素数 , 0 < a < 1/128, x > p^t Hb = b(a) > 0. 则 模 p 
的 不 超过 z 的 squarefree 二 次 剩余 的 数目 为 


3 3 
at + O(2/p"*). 








上 述 命题 中 的 误差 项 不 是 最 好 的 . 在 本 市 中 , 我 们 利用 Heath-Brown[14] 和 Yoichi 
Motohashi[30] 的 重要 工作 , 以 及 Dirichlet L- 函数 的 性 质 来 给 出 三 个 更 佳 的 估计 
式 . 即 就 是 证 明 下 面 三 个 定理 . 




















定理 2.5.1. 模 p 的 不 超过 x 的 squarefree 正 原 根 的 数目 为 


=a Op 


其 中 e 为 任意 正 实数 . 
定理 2.5.2. 模 p 的 不 超过 x 的 squarefull 正 原 根 的 数目 为 


a +0 (p/p14te) | 


其 中 


定理 2.5.3. 模 p 的 不 超过 x 的 squarefree 二 次 剩余 的 数目 为 


sa 40 (pe/aazl2+e] 


82.5 关于 squarefree 与 squarefull 数列 








为 了 完成 定理 

















的 证 明 , 我 们 需要 几 个 引 理 . 





引 理 2.5.1. 设 素数 p > 2， 则 








u(k) Ey (52) 
2 Plk) 2 ar: 
一 工 
)》 如 7 的 原 ) 
人 人 An AR p 的 原 根 


0， 其 它 ， 

其 中 ind 7 表示 n 对 模 p 的 以 某 个 固定 原 根 为 底 的 指标 . 
证 明 .参阅 文献 [38]. 
引 理 2.5.2. xt tig 的 任意 特征 Xx, 我们 有 


L(1/2+it,x) < (¢(| 


证 阴 . 参阅 文献 [14]. 
引 理 2.5.3. Ry Ag 的 原 特 征 , 则 有 


T 
f |L(1/2 + it, x)|? dt 
0 


ola) y 





< ((qT) +q?) (log qT)’, 


Fo ed 5 


Euler 常数 . 


HEAR. 参阅 文献 [30]. 


t| 十 Leer . 


plg 


引 理 2.5.4. 设 X 为 模 p 的 原 特征 , KAT > 1, 我 们 有 


和 


t+1 


i 





L(1/2 =] 





t+1 


¢(1/2 + it, x) 


dt < po/t4te 


[æ< r 


证 明 ， 设 0 < u< p, 由 Cauchy 不 等 式 , 引 理 2.5.2 P518 


L( 


r 





1/2 + it, X) 


dt 
t+1 





log(gT/27) + 2y +2X_(logp)/(p — 1) 


12.5.3 有 





21 
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u T 

Si a f 

0 UU 


T 1/2 T . 2 1/2 
1 |L(1/2 + it, x) 
3/16+¢,,3/16 dt |LQ/2+ it) oy 
_ +(f ae) / t+1 


t , 5 1/2 
3/16+€,3/16 r d (fi 1E(/2 + it, x) ds) 
< us/ tep3/ py G / M ree Gage Ak 
u t+1 





L(1/2 + it, x) 
t+1 


L(1/2 + it, x) 
t+1 











a 


< u3/16+ep3/16 
E 一 < 一 < 一 E 一 1/2 
+ [per 2/3 4 pT 1 4} pu 2/3 十 pl/2 +] 
< 3/16+ep3/16 + ptu", 


fe ahu = pl, 可 得 


r 


EZ i) 





a < pete, 





t+1 
类 似 的 我 们 有 
pear 
0 t+1 
证 毕 . = 





引 理 2.5.5. 定义 A Asquarefree 数 的 集合 , X 为 模 p 的 任意 特征 , 则 有 


ee 1/2+¢ a 是 a 
3 a T 
o( 


DB/44712+e] , 其 它 . 


WEAR. 显然 有 





人 25 
定义 
Xn) 
fo = FO) 
由 Euler 乘积 公式 有 
= x(P1) L(s, x) 
f(s) = II (1 + ee ) = aa 
注意 到 


82.5 关于 squarefree 与 squarefull 数列 


23 
设 so = ao + ito, 则 由 Perron 公式 可 得 
2 b+iT s 
u (n)x(n 1 x 
> Exe) = =f f(s + so) —ds 
am n Ti Jo_iT S 








即 就 是 





二 1 GEA BOY zs 


nee 27i Jair L(28, x?) 


of) 
+0 (2min (1,2) ), 


如 果 X 为 模 p 的 非 主 特征 , 则 在 上 式 中 取 b = 1/2, T = x, S/H 
易 得 到 





o 




















2.5.4 R 


L(1/2 + it, x) 11t: 
L(1 + 2it, x?) (t +1) 





So x(n) < a 


nír 
nEA 








dt + O (21/?**) 
< plge, 


男 一 方面 , 如 果 X 为 模 p 的 主 特征 , 由 于 L(s, xX) = els) — p), 则 取 = 2, 
T = Z3/2, 我 们 有 


i L oe C(s)(. = p°) x z gil/2te 
Six) = hs os tO) 


mEA 


现在 把 积分 线 从 s = 2 + iT 移 到 s = 1/2 了 








HiT. JEET, 函数 
C(s) -p™°) x° 

C(2s)(1— ps) s 
在 s = 1 处 有 一 个 一 阶 极点 , 留 数 为 


p 化 


p+1¢(2) 
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1 2 十 证 ue? 1/2— 
2ni mo 1/2+iT +f 





所 以 


= 


注意 到 估计 式 
ig csp) 2 
27i Joyir  Ç(25)(1 — p=”) s 


) 
<f Var N 
1/2 


Aa 
C(Qo4+2it) TI 
< 7 = gers, 








1 2-iT C(s)( — ps) z? 
Pri Japan CO ps 


[ C(o —it) zt 

< = 

1/2 |¢(20 — 2it) T 
g2te 


< = giltte 
T 


da 











和 
te 
27i Jij2arir $(28)(1 — p-**) 
TC(1/2 +it) 1/2+e 
<f C(1 + 2it) (E+ 1) 
< a are 


化 
S 





dt 





因此 有 


2 xlr) aA ty TOE), 如 果 X 是 模 p 的 主 特征 


nír 
nEA 


引 理 2.5.6. 定义 B Asquarefull 数 的 集合 , x 为 模 p 的 任意 特征 , 则 有 


2f (pr? ote Ra bees 
dx) =) P+D) +O (14t), 如 果 X? 是 模 p 的 主 特征 ; 
O (p9/44q1/4+6) l 其 它 ， 


也 所 也 
neB 
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其 中 


(p1) 
fœ) = peee = e; 
i H | (pi? — x(p)) n+ 


WEAR. 定义 孙 数 a(n) 如 下 : 


























1, me n= l; 
a(n) 二 4 x(n), 如果 n Asquarefull 数 ; 
0, 如 果 n 不 为 squarefull 数 . 
显然 
> x(n) = >》 a(n) 
e = 
设 Co 
fy =). 
由 了 Euler 乘积 公式 有 
(pı) Xx (pi1) 
HOTT (tee ar) 
2 Xp) Pp ) 
II (: pi pS — x(P) 
T xp )) ( x? (p1) ) 
H ( pi? II + GE X@) OF +H) 
_ L(2s, x?) ( x? (pı) ) 
«LAs, x4) II Hx) GFF eO)) 
注意 到 


la <1 和 lain < Co). 
n=1 
设 so = oo + ito, 则 由 Perron 公式 可 得 


b4iT 和 
pe f(s + 50)—ds 


nso 277 Jir 


40 (ao 2) 
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即 就 是 
>》 x(n) 
nr 
nEB 





~ Oni sir L(4s, x4) 


şo (260) +0(emin(1,#82)). 


利用 引 理 2.5.5 中 的 方法 我 们 可 得 


1 fh L(2s, x?) x°(P1) a 
II Ce e 








O (pte) | 其 它 . 


























Xak(n)=e ( 


2Fx)paY? aia 
un Ct er toe), mex 











是 模 p 的 特征 , Xan 为 主 特征 当 且 仅 当 = 1. 因此 由 引 理 








a=l n<a 





是 模 p 的 主 特征 ; 


现在 我 们 来 证 明定 理 . 定义 C 为 模 p 的 原 根 之 集 . 注意 到 











2.5.1 和 引 理 2.5.5 有 











De Se 


neA neA 
neC (n,p)=1 
u(k) <Ë 
= 2 do Xarlo) 
k|p— a=1 n< 
ey 
_ _po(p— 1) _ -1) 9/44,.1/2+e 
= Gene toe), 











这 就 证 明了 定理 2.5.1. 


























TEREX? , 为 主 特征 当 且 仅 当 k = 1 kk = 2. 因此 由 引 理 2.5.1 和 引 理 2.5. 


可 得 


nír 
nEB nEB 
nec (n,p)=1 
_ o(p-1) p(k) 
ED OS S ai 
pias Q 一 1 n<z 


nEB 


r e 








82.6 Smarandache 伪 数 列 


2Csapp(p T 1) 
(p? — 1) 6(2) 
这 就 证 明了 定理 2.5.2. 


gil2 














27 


+0 (p9/44q1/4t<) 











定义 DD 为 模 p 的 二 次 剩余 之 集 , 由 引 弄 





82.5.5 我 们 有 


+) =a ta G5) 
DDD EA -+i 
nEA neA neA 
nEeD 
3 44 .1/2+e 
= sr +O (p! gate), 
这 就 完成 了 定理 2.5.3 的 证 明 . 








§2.6 Smarandache 伪 数 列 


一 个 数 称 为 是 第 二 类 Smarandache 伪 奇 数 ， 如 果 它 本 身 是 偶数 ,但 是 对 其 数 
位 作 某 个 置换 后 就 变 成 奇数 . 例如 


10, 12, 14, 16, 18, 30, 32, 34, 36, 38, 50, 52, --- 








都 是 第 二 类 Smarandache 伪 奇 数 . WA 表示 第 二 类 Smarandache 伪 奇 数 的 集合 . 
类 似 地 , 可 定义 第 二 类 Smarandache 伪 偶 数 ， 如 果 一 个 奇数 的 数位 作 某 个 置换 之 


后 变 成 一 个 偶数 , 那么 这 个 数 被 称 为 第 二 类 Smarandache 伪 偶 数 . 例如 


21, 23, 25, 27, 29, 41, 43, 45, 47, 49, --- 





就 是 第 二 类 Smarandache 伪 偶数 . 令 B 表示 第 二 类 Smarandache 伪 偶数 的 
本 节 研 究 这 两 类 数列 的 性 质 , 并 给 出 一 些 渐 近 公式 . 
定理 2.6.1. 对 任意 实数 z+ > 1, 有 


1 M 
do 1 = 5240 (at) 


neA 


id 


up 





La 
与 
1 ln5 
>， l1=-r+0 (z=) ; 
nEB 2 
nír 
定理 2.6.2. 设 实数 z > 1, d(n) A Dirichlet 除数 函数 . 则 有 渐 近 公式 
3 3 In2 3 In 
>》 d(n) = -rlng + & a >) r+0 (ati) 
< 4 2 2 4 


nír 
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S d(n) = Fring | (i | i) | O (amt) , 


nEB 
nír 


其 中 让 Æ Euler 常数 ， € 是 任意 正 实 数 . 
为 了 证 明定 理 , 首先 引入 两 个 引 理 . 
引 理 2.6.1. 对 任意 实数 x > 1, 有 


























1 1 
2 d(2n — 1) = Fring + 5(2y +22 — De+ O(a***), 


Hey es e 是 任意 实数 . 
UERR. iws 为 复数 , Re s > 1. 定义 f(s) 为 


由 Euler 乘积 公式 有 





II 
ZETT 
e 
+ 
3|L 
十 

R 
d 
+ 
Ne 
II 
AN 
paž 
l 
lie 
Se 
N 


f(s) 


- go(i-Z), 


其 中 C(s) Riemann Zetapk A. 
在 Perron 公式 中 取 so = 0,T = 1/2, b = 3/2, 可 得 


1 24:7 > 1 2 js 
3 d(2n — 1) E eo (1-5) 一 ds+Oofz 


—iT 





注意 到 函数 


在 s = 1 有 一 个 二 阶 极点 , 留 数 为 


sol 


其 中 7y 是 Euler 常 数 . 则 可 得 





这 就 证 明了 引 理 2.6.1. 





Tl z Hari 4 1 
lim — | (s—1)*¢*(s)( 1- =] —] = -rlnzr + =(2y+2ln2-— 1)z, 
1! s 4 4 
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引 理 2.6.2. 对 任意 实数 x > 1, 有 


>) 1=0 (a) 














2n¢ A 
2n<ax 
与 
D 1=O (=) > 
2n—1¢B 
2n—1<xr 
证 明 . 设 k 为 正 整 数 , 满足 10* < x < 10*+1. 显然 有 k < logx < 天 十 1. Hil 
S LaS 
2n¢ A 
PA E 
从 而 有 
2n¢ A 
2n<ax 
类 似 还 可 得 
>， 1=O0O (z=) : 
2n—1¢B 
2n-l<ax 














这 就 证 明了 引 理 2.6.2. 
现在 证 明定 理 . 由 引 理 2.6.2 有 


D1= 1- HV 1sfet+ 0 (ct) 






































nEA 2n<z 2n¢ A 
nír 2n<x 
以 及 i 
1= i= 1 二 二 o (ai). 
> ieoa is Ae ta nO 
nEB 2n—1<z 2n—1¢A 
nar 27 一 1 去 2 











从 而 证 明了 定理 2.6.1. 
另 一 方面 , 由 引 理 2.6.1, 引 理 2.6.2 以 及 估计 式 d(n) < ms 有 


>》 d(n) X d(2n) — X d(2n) 


neA 2n<z 2n¢ A 
nr 2n<z 


= >dm- > d(an-1)- X` dhn) 


n<z 2n—1<x 2n¢ A 
2 






































1 1 n5 
= ting + (2y— le -zele (27 + 2In2—1)x 4 O (amt) 
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3 3 In2 3 n5 
= tome + (Za = +) a | O (shte) 











X dQn-1)— > (2-1) 


27m 一 1<z 2n-1¢B 
2n—1<z 


1 1 In2 1 a 
i izmz+ (3o | > i) | O (ait) . 


这 就 证 明了 定理 2.6.2. 


lg 
aw 
a 
— 
3 
le 
Il 








52.7 k Uae th RZ 


Ben, k WERS, Hk > 2. be(n) MAN 的 k KEA, WIRD, (nm) 是 使 
fanbi(n) Ak UCR Be) EB. 定义 两 个 新 的 集合 


B 
C 


{n EN, by (n) | n}, 
{nEN,n| by(n)}. 


本 市 利用 解析 方法 研究 Dirichlet 除数 函数 d(n) 在 这 两 个 集合 上 的 均值 , 并 给 出 两 
个 均值 公式 . 


定理 2.7.1. 对 任意 实数 x > 1, 有 


do a d(n - 25 R(p m) f (log x) +O (27+) f 
neB 


其 中 
may m ((p™ — 1) (m+1)+p~) 
7 =H GE (pt DPA (pr =1)? 
Coes waa 


(pt "(pe — 1)? 


fly) 是 关于 y SAR, kitim = [地 |， 是 任意 正 实效 


82.7 k WA th BL 
定理 2.7.2. 对 任意 正 实 数 z > 1, 有 


(1 T Ced) + Ax + O(x?*), 


p'+? — p 





其中 [一 [5], Area. 


现在 证 明定 理 . 设 n 的 标准 素 因 子 分 解 式 为 n = pp o poe, MERA 











bi(n) = be (pT po? +: ps) = br(pT Jb (p3) + be (po). 


即 bi(n) ERRAZ. 接 下 来 研究 n = p* 时 的 情况 . 
(1) Ba > k, 则 由 b(n) 的 定义 有 b(n) | n, AMn € B. 





现在 定义 ; 
f= A 
neB 
由 Euler 乘积 公式 有 
d(p™)  d(p™**) 
f(s) = I Eo Ea + ) 











m+1 m+2 
= l| 1+ + ( F5 十 …: 
prs pm S 


P 


_ Il (1 m+1 m+1 y ps ) 
pms Dms(Ds 1) Dms(Ds = 1)? 


P 











cnt (ms) p™*(p* ~ 1)(m+1) +p 
oom) Ll ( eee =P 


(ps = 1)? oo (pees 


1=2 


(pms + 1)™+1(ps = 1)? ’ 





1 
其 中 C(s) Riemann zeta 函 数 , m = =). 
显然 有 
2 d(n) 1 
< 
|d(n)| ) > no 2 
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1 y 
其 中 oc > 工 一 m 是 s 的 实 部 . 则 在 Perron 公 式 中 取 


50 = 0, ese T =r, 
m 
可 得 
1 < +i Cm+1(705) es oar 
neB 
其 中 
R(s) 
pr (œ= Dm + 1) +p") = (p= D S ("Ppt 
= |S eee UM 
II (peel ype): 
注意 到 函数 T 
mT (ms xr? 
oom) E 


1 
在 s = 有 一 个 m 十 1 阶 极点 , 留 数 为 


ine — (ms = yon (ns) ae) i 


am Cm+1(2705 
1 m m+1-m+1 m) R(s)a* 
ch (O en iE 
1 /m | (m—1) R(s)a* / 
+m iT) Meme -Do (eas 





| es eee R(s)x° (m) 
+ tim (7) (ns = preen (ao) 


m 1 core 
= aaa (=) f(logx) +O (277+ ) : 


其 中 f(y) 是 关于 y 的 多 项 式 , 次 数 为 k, e 是 任意 正 实数 . 因此 可 得 





mam i, site 
Do Un) = Say EO oga) +0 (27), 


nír 
nEB 
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(e 2 / 














这 就 证 明了 定理 2.7.1. 
设 整数 k > 2. 定义 

















9(s) = > an) 
由 Euler 乘积 公式 有 = 
g(s) = D 
nec 
= T1(+ 92 +S + +P) 











| 
~ 
= 
| 
3, | 
+ 
P| 
十 
十 
= 
Ma iSS 





1 1 1 1 1 1 十 1 
= |[|—— LES tet et oe a 
二 


1= Er ee 1 
ee 一 DC+Ds 
8) (1+ 1)( 
Cc((+1)s) II í 7 n ry 2) ， 


其 中 1 = pi 再 由 Perron 公式 可 证 定理 2.7.2. 





| 
I~ 
=a 

wD 
~~ 
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第 三 章 关于 一 些 Smarandache 函数 的 无 穷 级 数 
本 章 讨论 关于 一 些 Smarandache 函数 的 Dirichlet 级 数 的 收敛 性 , 并 给 出 一 些 


恒等式 . 


§3.1 关于 Smarandache 4 PALA CII AL 


设 n 为 正 整 数 . Smarandache 办 函数 SP(n) 是 指 满足 n | m” 的 最 小 正 整 
Bm. 即 就 是 





SP(n) vin] mn |otsm en TIe- Te} 


pin plm 
“n 取 遍 自然 数 时 , 可 得 Smarandache AAAS P(n)} 如 下 : 


1,2, 3, 2, 5, 6, 7, 4, 3, 10, 11, 6, 13, 14, 15, 4, 17,6, 19, 10,--- 


根据 $8P(n) 的 定义 , Mn 为 素数 需 时 , 有 


P, 如 果 1<a<y; 
p’, WR p+1< a< 2p; 
SP(n)= 4 p’, WR 2p? +1 <a < 3p’; 


Pp, WR (a — 1)p? +1 <a < ap. 
Bin 的 标准 素 因数 分 解 式 为 n = pM ps? .… pr"， 若 对 全 体 Qi(i = 1,2,--- ,7) 
有 Qi < pi, 则 有 SP(n) = U(n), 其 中 


U(n) = I[z. 


pln 





显然 SP(n) AEM FEAL. 例如 
SP(8) = 4, SP(3) = 3, SP(24) =6 # SP(3) x SP(8). 
本 市 研究 与 5P(n) 有 关 的 一 个 无 穷 级 数 , 并 给 出 一 些 恒等式 . 
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定理 3.1.1. 设 s 为 复数 





关于 一 些 Smarandache 函数 的 无 穷 级 数 


,满足 Re s > 1, MA 




















2°+1 1 
a 2° —1¢(s)’ 如 果 k= 1,2; 
5 CHala) j 2+11 2-1 如 果 天 二 3; 
(SP(n*))* 2° — 1 ¢(s) 4s? , 
mi 2 
2° —1¢(s) 4s gs” ~~ 
Z Fuln) A Mobius BI, C(s) A Riemann zeta HA. 
4 
注意 到 C(2) = ©, ¢(4) = 员 : 在 定理 中 取 s = 2,4, 可 得 下 面 的 一 些 恒等式 
1 
| WR k= 1,2; 
= (—1)"77 10 3 
nai (SP(n SPOR fo $ s 
2 16. 81’ 如 果 k= 4,5, 
5 
2 ME k=1,2; 
yo ue | a 8 Wh k=3 
k pi + ) 
Ti 256 6561 : 








现在 证 明定 理 . 注意 到 当 m 为 偶数 时 , (2m) = 0; 而 当 m 为 奇数 时 , (2m) 
—p(m). 因此 

















SG (2m — 1) 
2, (SP(n*))° < o (2m — 1)* BPG) shin 
= (2m — 1) — p(2m 一 A 
LP (Cm — 1) r PA TT 
当 = 1 或 2 时 ， doe 5 是 可 乘 函 数 ， 事 实 上 对 任意 互 素 的 正 整数 m,n 
当 p(mmn) = 0 时 , 有 HA(m) = 0 或 p(n) = 0, 从 而 kp(m)k(n) = 0. 因此 
p(mn) __ em) eln) wm) (nr) 
SP(mkn*)  SP(m*)SP(nk) m n` 
wRulmn) #0, WA ulm) A 0, u(n) #0, 从 而 
SP(m*n*) = SP(m*)SP(n*) = mn. 
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因此 当 = 1 或 2 时 ， 


是 可 乘 函数 . 








当 二 1 或 2 时 ,由 等 对 


以 及 Euler 乘积 





可 得 


\| 
3 
com 
5 
pi 
| 
So 
a 
十 
ae 
ks: 
4 
, T 
pHi 
| 
ips 
So 














2+1 1 
2° — 1¢(s) 











XUE T ER 


当 = 3 时 , 注意 到 SP(23) = 4, 从 而 有 wld) 


这 就 证 明了 定 到 


si 2 pilin 
L GPR 一 2 Pm F 





的 第 一 种 情况 . 
(SPE 45” 


u(2m — 1) — p(2m—1) 
SPR Om om) ">. 


1) = nL(2m — 1) 

15) PA ans (m — 1)" 

B nu(2m — 1) 1 1 s p(2Qm-1) 

= De (SP((2m —1)8))* 4 28 A 28(2m — 1)° 
2 


- IIf( =) “一 1 1 ( L) 
p#2 了 4 2 p 
ee ia ae I iad 2—1 

E 2s 2s—1 : ps 4s 

2 十 1 1 2° —1 

2° —1¢(s) 45 


的 第 二 种 情况 . 
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当 k = 4 或 5 时 , 注意 到 SP(2*) = 4, SP(3*) =9, 从 而 有 


Ce aod 
(SP(2*))s 48’ (SP(3*))s ge 
Green T = ore ie 
oe 2 1 2 1 
Peon Gea ME? 
则 由 了 Euler 乘积 公式 有 


=, (-1)"-u(n) 
2o Srey 


n=1 


























(2m — 1) wen) 
~ 24% SPT (Cm DAF et dy oe ZTF 
1 1 am- ,1 1 u(2m — 1) 
9s 3 £ (2m-1) 4 2 25(2m — 1)s 
1 1 2—1 1 1 
=-e+se+I(1-5)-S-+sll 0-5) 
pF#2 4 p#2 P 
241 25 1 2—1 3—1 
= kasaa aa 
2s sall >) p tg 
2541 1 2—1 3—1 
—1¢(s) 4s gs 








从 而 完成 了 定理 的 证 明 . 











§3.2 关于 nr 的 整数 部 分 以 及 不 超过 n 的 最 大 m OE 
设 m 为 周 定 的 正 整数 , 并 定义 函数 


am(n) = [n>], 





其 中 [zx] 表示 不 超过 z 的 最 大 整数 . 例如 , ag (1) = 1, a2(2) = 1, a2(3) = 1, a2(4) = 
2, a2(5) m 2, a2(6) = 2, a2(7) = 2, a2(8) = 2, a2(9) = 3, a2(10) = 3,: ye 
Bern 为 正 整数 , 显然 存在 唯一 的 整数 及 满足 km <n <(k +1)". 定义 


bn(n) = k”, 
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即 b(n) 是 不 超过 n 的 最 大 m UCR. 例如 当 m = 2 时 有 bs(1) = 1, b(2) = 1, 
by (3) = 1, b2(4) = 4, b2(5) = 4, b2(6) = 4, b2(7) = 4, b2(8) = 4, b2(9) = 9, 
ba(10) = 9,.... 

本 节 研 究 关 于 am(n) 与 bm.(n) 的 两 个 Dirichlet 级 数 , 并 给 出 一 些 等 式 . 


定理 3.2.1. im 为 固定 的 正 整 数 . 则 对 任意 实数 s > 1, Dirichlet BR 





WSK, 且 有 








其 中 6(s) Riemann zeta HK. 


定理 3.2.2. 设 m 为 固定 的 正 整数 . 则 对 任意 实数 s > +, Dirichlet 级 数 



































_ 这 (1 
gm(s) = 2 b(n) 
WSK, ELA 
2 b; (n) 7 (== = i) (ms). 
由 定理 立即 可 得 下 面 的 推论 
推论 3.2.1. 
2 az(n) 12°” d. aa 3c(3), 
Co =)? 加 7 4 co (—1)" B Bi. : 
3 b3(n) 720 , 2 O =a 

















“(-1)" 31 5¢ ny 255 
>, n) 30240" ’ >, bln) 35669) 
推论 3.2.2. s,m ALR, 且 m > 2. 则 有 
Se wate 
2 ain) > 2 BP) 














现在 证 明 这 些 定理 . 对 任意 正 整 数 n, 显然 正好 有 (k + 1)" 一 Km 个 整数 n 使 
famn) =k. 从 而 有 
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当 % 为 奇数 时 , 有 
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BUNA BB 


ee (abe ed 
2 k ee 
am(n)=k 
而 当 k 为 偶数 时 , 则 有 
| 
> ks a ks 


3 
an 


Q 
3 
Si 
i 
Eon 


综合 这 两 种 情况 可 得 





eagle: 
— 
Sai 
Sie 

w 


if 
NR 
T 
> 
N 
T 





ir 
iM 
We 
bo 
ct 
Meee 
四 


i 
I 
Slr 


IM 


N 





iM: 
b> 
$ 
iM: 
rol Ao 


这 


显然 当 s > 1 时 f(s) 收敛 ， 


fo 
at 


k 


= 

— 
Cn 

WN 


II 
DE: 
ue 
| eR 

Meee 
|S 


3 
Il 
m 





3° 


这 就 证 明了 定理 3.2.1. 

















Me 
— 
N 
œ 
| 
pá 
Wa 
四 


| ~ 

Il 
| oe 
A 


| 
ER 








= 
Il 
m 


adi 
pi 
N 
œj | 
SS” 
wn 


利用 同样 的 方法 易 证 
Sole 
mls) = E 

E `, >` kms 
= re 
S = = 

= > (ayes t 和 (Gt Im 
k=2t k=2t—1 
< 2 wÍ 

= 2 omstms 2 tms 

显然 当 s > + 时 g(s) 收敛 , HA 
na a 1 


从 而 证 明了 定理 3.2.2. 
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§3.3 整数 的 无 m REA 
Ben, m 为 正 整 数 , Hm > 2. 定义 Cm(n) Xn 的 无 m KER, 即 就 是 
cum) =minf Æ :d"\n, den}. 
Ben = ppe Das， WAC, (n™n2) = Cm(n2), 以 及 
Cm (n) = pi py? pS, H asm. 
对 任意 正 整数 k, FE eA, (nr) 如 下 ， 


5 _ f max{dEN:d]|n,(d,k)=1}, WẸ n #0, 
An) 1g, mR n = 0. 


RA 表示 满足 方程 0,,(n) = 6, (n) 的 正 整 数 n 的 集合 . 即 
A= {neN:C,(n) = 6(n)}. 
本 节 研 究 与 集合 4 有 关 的 Dirichlet 级 数 的 收敛 性 , 并 给 出 一 些 恒等式 . 
定理 3.3.1. 设 m > 2 是 固定 的 正 整数 . 则 对 任意 实数 s > 1, 有 








= 1 ¢(s) ae 
2w cms ye 
neA p 


其 中 C(s) A Riemann zeta Hk, II 表示 对 所 有 素数 求 乘积 . 
卫 
注意 到 
¢(2)= 77/6, (4) =m"/90, (6) = 7° /945, 
由 定理 立即 可 得 下 面 的 一 些 等 式 . 


推论 3.3.1. 定义 














B = {neéeN:0(n)= 6(n)}, 
C = {neN: O(n) = 6,(n)} 
则 有 
Sl Bg 
te eG ey pl) 
neB 
VAR 
oe RE aee 
a ot EED 
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现在 证 明定 理 . 定义 函数 a(n) 如 下 : 





Ce lee) ee) 
1 a(n 1 
=- 和 < 
n n n 
n=1 n=1 n=1 
n€EA 


i > z 1 AIZA > 1 
注意 到 当 s > 1 mY kA, 则 当 s > 1 时 > | — 也 收敛 . 
n=l n=1 


neA 
现在 考虑 集合 4. HC), (n) Sd, (n) 的 定义 可 知 C%,(n) 与 04(n) 都 是 可 乘 函数 ， 
因此 求解 方程 Cn (N) = A(n), 只 需 考 虑 n = pr 时 的 情况 . “in = p%, (p,k) = 1 
时 ，Cm(p?) = Alp) ARAHI < a cm-l. “n = p°, p | k WF, 
WCm(p*) = 6x (p*) 有 解 当 且 仅 当 mm |a. 由 Euler 乘积 有 
Ee VC or aera 
Pp 


ps ps DCm 一 1])s 











= T[(1+ 82+... SD) 


























s 2s (m—1)s 
płk Pp P 
a alp’) alp 
II (1+ 22) tHe) 
p p p 
plk 
= II ( is ee i pe ) 
aan nS 2s : (m—1)s 
a o p p 
1 1 1 
xJ[(1+— ++ +) 
I] ( pms prams pms 
plk 
1 
E C(s) I l-z: 
(ms) lk (1- 1 ) 
pm 























其 中 C(s) Riemann zeta 函数 ， II 表示 对 所 有 素数 求 乘积 . 由 此 完成 了 定理 的 
p 


§3.4 关于 k 次 补 数 的 无 穷 级 数 
设 n, 为 正 整数 , Hk > 2. aln) 称 为 n 的 次 补 数 , 如 果 aj.(n) 是 使 得 na (n) 


为 k 次 和 项 的 最 小 正 整 数 ， 特 别 地 , 分 别称 a2(n), as(n),as(n) AE PLAS, 立方 补 
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数 , 四 次 补 数 . 本 节 研 究 Dirichlet RA 


2 1 
各 (nax(n))s 


n=l 
的 性 质 , 并 给 出 几 个 恒等式 . 


定理 3.4.1. s 为 复数 , 满足 Re s > 1. MA 








其 中 C(s) 为 Riemanm zeta HK. 


定理 3.4.2. s 为 复数 , 满足 Re s > 1. MA 








其 中 ] ] 为 表示 对 所 有 素数 求 乘 积 . 
Pp 
定理 3.4.3. Ks ARR, 满足 Re s > 1. MA 
1 _ (4s) ( 1 )( 1 ) 
DTrace en LL + sepa) (1+ pera) 


在 上 述 定理 中 分 别 取 s = 1,2, 并 注意 到 


























T? Ti ne TË 
¢(2) = 6” ¢(4) =F 90 ¢(6) = 945’ ¢(8) = 9450” 
69171? 3617716 
62) 638512875’ so 325641566250’ 
从 而 可 得 下 面 的 一 些 等 式 . 
推论 3.4.1. 

Sx <M 5 

2 na(n) p 

> OT os 

2 hasty eo | 








` ii eas 
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推论 3.4.2 
ə 1 
全 (na2(n))? 
` 1 
全 (na3(n))? 
> 1 
全 (naa(n))? 

现在 证 明定 理 . 


由 a2(n) 的 定义 有 


其 中 jw(n) 为 Mobius 函数 . 这 就 训 
对 任意 正 整数 n， 设 n = Pmr, 其 中 (m7) 


Ha3(n) 的 定义 有 











这 就 证 明了 定理 3.4.2. 
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63 

o 715 

~ 691 
p 


7293 
”7234 
p 








1 
1 . 
(+r); 


1 1 
1+—— i+—— ]. 
(Ppa) ee) 


对 任意 正 整数 mn， 设 m = Pm, 其 








E 明 了 定理 3.4.1. 




















Pm 为 无 平方 因子 数 ， 则 








H 


= 1, rm 是 无 平凡 因子 数 ， 则 














YD emmy 
(m,r)=1 
_ c(as) > Mem 5 e) 
Hii A 
S Ja(m)]| 1 
0 3s 1+ 
2 y ptm 4 ) 
C*(3s) ~ Iu(m)| 1 
hoe ae 
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对 任意 正 整 数 n, Bn = [4m r7t, HA (m,r) = 1, (mr,t) = 1, mrt 是 无 平凡 
因子 数 , 则 由 as(n) 的 定义 有 














1 
全 (naa(n))s 
Coo ed mlle] 
加 pea) >> (14772372t7727213)s 
Ce Ce t 
seug y Hema) > wi) 
os Gaa 
_ O48) SG lalm luir) 1 
= C(8s) 2 m4sr4s II + oi 
(m,r)=1 
_ (48) S 5 lum luir) 1 1 
= pS a= as ee es 
(m,r)=1 
_ (4s)  |u(m)| 1 1 
~ C(8s) 2. més Miata) 





























这 就 证 明了 定理 3.4.3. 





§3.5 关于 k 次 补 数 的 一 些 恒 等 式 
Bin, k WER, Hk > 2. a(n) 称 为 mn Wk 次 补 数 .如 果 ak(n) 是 使 


fina,(n) Ak 次 过 的 最 小 正 整数 ， 本 节 研 究 与 we(P) 有 关 的 Dirichlet 级 数 ， 并 
给 出 一 些 恒等式 . 


定理 3.5.1. ka, [6 为 复数 , 满足 Re a > 1, Re 6 > 1. MA 


1 
I 


4 =a] [1+ Se 
n=1 


naj (n) - 
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其 中 C(a) 是 Riemanm zeta HA, II 表示 对 所 有 素数 求 乘积 . 
Pp 


定理 3.5.2. a, [6 为 复数 , 满足 Re a > 1, ReB>1. MA 





CD _ _ 2- pete -n y 4 
一 人 \ Datak) — 9a (k1)? ¢ (ka) 


1 


Steger 
(hath) 
p 
~ I] 1 oh pore zf 
p 
注意 到 
T’? a TË 
(2) ==, (4)=—, UR ¢(8)= 





90’ ~ 9450" 


由 上 述 定理 立即 可 得 下 面 的 一 些 恒 等 式 . 





推论 3.5.1. 在 上 述 定理 中 取 Q = p, = 二 2, 有 

















推论 3.5.2. 在 推论 3.5.1 中 取 a 二 B==1 或 a 二 6 二 2, 二 2, 可 得 











1 5 = 1 7 

>, na(n) op 2 (naz(n))? ~ 6? 

ES 3 z 1 35 
>, na(n) = 2 (na2(n))? = 34 

2tn 2tn 

2 (-1)" 1 a G) 5 2 91 
>, na(n) 2 2 (naz(n))? 102 





现在 证 明定 到 











由 ax(z) 的 定义 有 


Lo 对 任意 正 整 数 n, Bn = ml, Hl Ak 次 因子 数 ， 则 


~ > a) -> Hg) 





二 dxll T dxll 
neat (n) T ys 2 mope- De C (ka) `> preoa 


m=1 l=1 l=1 


§3.5 KEk 次 补 数 的 一 些 恒等式 47 


1 1 
= cko J] (14 zara DA t Sarma 十 十 ) 
卫 


pact) pE- DOFRI) 


1 
C= 
pe Der) 
C(ke) [[ } 4 eT DB I 
á ~ pat(k=18 
1 


pk-Dat(k-1)7B 
¢ (ka IT} 十 (K 一 1)8— 1 > 
p 











其 中 (mn) 为 Mobius 函数 . 这 就 证 明了 定理 3.5.1. 
另 一 方面 , 不 难 证 明 











. -> md) X a(d) 








dk |] = dk |l 
J È ey mko fa] (k—-1) = Qo me = 2 Jo+( Ta+(k—1) 1) 
n 4m*l "Ohm oF 
1 
De -1 C(ka)(2°t®-9? — 1) i TCR=Da+-D25 
oka 9a+(k-D8 _ 9(k-1)(a+(k-1)8) II 十 per tk-l6 Sj 
1 
C(ka)(2*° — 1)20t 4-02 i — pO- DoF- 
~ o(k+1)a+(k—1)6 _ ga—(k-1)?8 A + De+-D6 1 
再 由 定理 3.5.1 可 得 
neaf (n) — naaf (n) 7 D neal (n) 
n=1 n=1 k n=1 k 
2tn 
1 


2(a° = 1)(2 +0 DE 
三 (1 _ 2( )( 


1) ~ pW-Dat(k—1)38 
gl(k+1)a+(k—1)8 = ae} ¢ (kx) I 1 i pone DA _ 1 
P 











从 而 证 明了 定理 3.5.2. 
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83.6 关于 两 个 国 数 的 Dirichlet 级 数 
对 任意 正 整 数 n, 定义 函数 Z(n) 和 2Z(n A 如 下 : 
一 max 


mEN: minal, 


以 及 


| 
a 


即 就 是 说 , Z,(n) 表示 满足 





m(m + 1) 
5 <n 
的 最 大 正 整 数 m, Z(n) 表示 满足 
ad mtn 1) 


的 最 小 正 整 数 m. 

例如 , Z1) = 1, 2Z,(2) = 1, Z(3) = 2, 2 和 .00 = 2, 2Z,(5) = 2, 2,(6) = 3, 
LAT) = 3, 2,(8) = 3, 2,(9) = 3,- -, Z) = 1, Z(2) = 2, L Z(4)=3, 
Z(5) = 3, Z(6) = 3, Z(7) = 4, Z(8 Jed Z(9) = 4, Z(10) = 4, - 

本 而 研 究 与 G.m) 和 Z(n) AXR Dirichlet 级 数 的 收敛 性 ， 并 给 出 一 些 恒等式 


定理 3.6.1. 对 任意 复数 s, 无 穷 级 数 





当 s > 0 时 收敛 , 而 当 s < 0 时 发 散 . 


定理 3.6.2. 设 s 为 复数 , 满足 Re s > 2, MA 


YS 





其 中 C(s) Æ Riemann zeta HK. 
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定理 3.6.3. 设 n 为 正 整数 ，s 为 复数 , 且 Re s > 1, MA 





(1)" 2 1 
> e 3S 
以 及 
“ (-1)" 1 2 1 
L Zn ~ (=la ea) 


其 中 5C(s,a) 为 Hurwitz zeta BAK. 





由 定理 3.6.3 可 得 下 面 的 推论 . 
































推论 3.6.1. 
so (—1)" B rT? 
>, (Z.(n))? 16 
现在 证 明定 理 . 假设 
m(m + 1) (m+ 1)(m + 2) 
ae 2 ; 


个 解 , 从 而 























2s 1s 2s 3s 
同 理 可 得 
站 
2 ZON Ce ee a ee 
从 而 证 明了 定理 3.6.1. 
假设 
La 
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个 解 , 因此 





这 就 证 明了 定理 3.6.2. 
接 下 来 证 明定 理 3.6.3. 同 理 易 证 


> (-—1)" T TE TN (—1)” 

















ZAF Fn) 





























1 
(= 8° (4n)s 
1/1 1 1 
oa Gaye ) 
Ai «id Í 
+ 去 (去 + 二 + tom 
2 1 
= Sel aes), 
以 及 
二 (-1)" 
Zn) 1 3 $5 (2n — 1)s 
E e os 1 
+. (+ y BT Qn 
(2 | 1 | | 1 
"5s (4n — 3) 
1 2 1 
a (1- =) et) - Ze(s.5) 
从 而 可 得 定理 3.6.3 
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§3.7 与 Buler 函数 有 关 的 一 个 方程 


对 任意 正 整 数 n > 1, Euler 函数 b(n) 是 指 不 超过 n Hin 互 素 的 正 整数 的 数 
H. 此 外 定义 J(n) 为 模 n 的 原 特征 的 数目 , 并 令 4 表示 满足 方程 








的 正 整数 n 的 集合 . 
本 节 研 究 与 4 有 关 的 Dirichlet 级 数 的 收敛 性 , 并 给 出 一 些 恒等式 . 
定理 3.7.1. 对 任意 实数 s > 有 


~ 1 ¢(2s)¢(3s) 
ns C(6s) ` 
其 中 C(s) Riemann zeta HK. 
取 s = 1 与 2, 并 注意 到 


¢(2) = 77/6, ¢(4) = 2*/90, 
¢(6) = 7/945, ¢(12) = 6917r"? /638512875, 


立即 可 得 下 面 的 等 式 : 
X 1 315 1 15015 1 
(3 p 一 二 一 一 一 . 
3 n 274 (3) 以 及 = n2 1382 72 
neA neA 


现在 证 明定 理 . 注意 到 9$(n) SI (n) 都 是 可 乘 函数 . 此 人 处 当 n = p% 时 , 有 














J(p)=p-1, bp)=p-1, Je) Sr" (po1) 


AREP) = p° (p — 1). 则 可 分 三 种 情况 考虑 方程 人 2(n) = nJ(n) 的 解 . 
(a) 显然 = 1 是 方程 的 解 . 
) Min > 1 时 , Bn = pipz --- p3 Ho, > 2(i 二 1,2,… ,k). WA 


Us Ki 


s ak 一 2 


J(n) =p (pi — 1)? --- pR? (pk — 1)? 


以 及 
pn) = (pe 1(p1 — Dpr (pe — 1) +++ p21 p= 1)”. 


在 这 种 情况 下 , n 也 是 方程 的 解 . 
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(c) Ben = pipe Progi DR*， 其 中 
Dis pes? Spe, oj>1 j=7+1,7r+2,...,k, 
Wd? (n) = nJ(n) 4AM 4 
f° (pipe pr) = Pipa+ ++ PrI (pipo pr) 
或 者 
(pi — 1)? (po — 1)? +++ (pp — 1)? = Pipa: ++ Pr(Pi — 2)(p2 — 2)+ ++ (Pp — 2). 


显然 pr 不 能 整除 (pi — 1)? (p2—1)? +++ (pp —1)?. 则 在 该 情形 下 方程 0?(n) = nJ(n) 
无 解 . 

综合 以 上 情况 可 得 , Wp (n) = nJ(n) RAAH An = D2D22 --- pe, H 
Ha, > 1, 或 者 n = 1, BA 是 1 以 及 所 有 Square-full 数 的 集合 . 

定义 函数 a(n) 如 下 : 











对 任意 实数 s > 0, 显然 有 








= alp? alp? 

1 Ty (rt A 6) 
nie p p p 
nEA 








7 ps —1 2 = Gas 
- Uee ~ =p 


C(2s)¢(3s) 
C(6s) ` 


其 中 C(s) 是 Riemann zeta 函数 , | [ 表示 对 所 有 素数 求 乘积 . 这 就 证 明了 定理 3.7.1. 
p 
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§3.8 一 类 Dirichlet 级 数 及 其 恒等式 
设 n,m 为 正 整 数 , Hm > 2. n 的 m 次 补 数 b%,(n) 是 指使 得 nbm(n) 为 m 次 
wei) EER. 对 任意 正 整 数 k, 定义 函数 5.(n) 如 下 : 


5 _ | max{dEN:d]|n,(d,k)=1}, MRn<0, 
Km) = 1 o, 如 果 n=0. 


WA 表示 满足 方程 04.(n) = bm(n) 的 所 有 正 整 数 n 的 集合 . 本 节 研 究 与 集合 4 有 
关 的 Dirichlet 级 数 的 收敛 性 , 并 给 出 一 些 恒等式 . 
定理 3.8.1. 设 m 为 正 偶 数 . 则 对 任意 实数 s > 1 ARES, 有 


“1S (59) p 
ns C(ms) II (pms — 1) (p> 5 1) ， 


3 
gyms 





n=1 
neA 


其 中 C(s) Riemann zeta HA, II 表示 对 所 有 素数 求 乘积 . 
Pp 











由 定理 立即 可 得 下 面 的 推论 . 





推论 3.8.1. 定义 B= {n : n E€ N, & (n) = bo(n)}. MA 


> 1 1 105 p”? 
727 a ae 8 aiL 
a. Fag Re ie 1) 
nec nEB 


推论 3.8.3. 定义 C = {n:n EN, & (n) = ba(n)}. MA 














< 1 675675 1 ps 
= 691 76 aie (p!2 — 1)(p® — 1) 
nec 
现在 证 明定 理 . 对 任意 实数 > 0, 显然 有 
| Zi 
ns ns 
n=1 n=1 
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由 于 当 s > 1 时 》 二 收敛 ， 则 当 s > 1 时 二 也 收敛 ， 现在 考虑 集合 4. 
n=1 n=1 


neA 
设 = p? ps? --- pe. Hog (n) 与 0.(n) MRE SCH ld, (nr) 与 5%,(n) 都 是 可 乘 函 数 . 
WW A RAREN = p” 的 情形 . 
假设 n = p” H(p, k) = 1, 则 有 64(p”) = p®, 以 及 





oe, 如 果 1<a<m; 
bn(p") =< DA ， 如 果 w>mm H a#rm; 
1, 如 果 a = rm, 
其 中 ” 是 任意 正 整 数 , [z] 表示 不 超过 x 的 最 大 的 整数 . Weep) = bmp) 4AM 
m 


Xa = 一 . 
2 
假设 m 一 p“ H(p, k) = 1, 则 6x(22) =i) 从 而 方程 (22?) bm (p*) 有 人 解 当 
且 仅 当 n = prm r = 0,1,2,.…. 
现在 由 Euler 乘积 公式 可 得 














| 
II 
eo 
be 
+ 
s 
si| — 
SS 
fo 
= 
+ 
s 
šj =| 
3, 
tai 
: 
ie 
= 
3 
NN 





_ C( $s) Il pam 


plk (p™-1)(pame + 1)’ 








其 中 C(s) Riemann zeta 函数 , | [ 表示 对 所 有 素数 求 乘积 . 这 就 证 明了 定理 3.8.1. 
P 


§3.9 p 次 原 数 列 
设 p 为 固定 的 素数 , n 为 正 整 数 . p 次 原 数 列 S,(n) 的 定义 为 : 





S,(n) = min{m : m E N, p” | mi}. 


此 外 定义 


S(n) = min{m:meN,n| ml}. 


容易 证 明 S(p) =p 以 及 S(n) <n (除去 = 4 以 及 n = p 的 情形 ). 从 而 有 


n(a)=—1+ > [22], 


83.9 p 次 原 数列 


其 中 rr(Z) 表示 1 到 zx 之 间 的 素数 的 个 数 ,，[z] 表示 不 超过 x 的 最 大 整数 . 
AHWR S (n) 有 关 的 Dirichlet 级 数 , 并 给 出 一 些 恒 等 式 与 渐 近 公式 . 





定理 3.9.1. 对 任意 素数 p 以 及 复数 s(Re s > 1), 有 








其 中 C(s) Riemann zeta HK. 


特别 地 , 取 s = 2, 4, p = 2, 3, 5, 可 得 




















推论 3.9.1. 

> Lh re. 12: S La > 1 o r 
 S3(n) 18 “ S3(n) 48’ “ S3(n) 144 
Se eee eee 
4 S3(n) 1350’ = + S3(n) 7200’ Sé(n)  56160° 





=< ee plnp 二 
2, Say p (ety +S) +0(e o 


其 中 是 Buler 常数 ,e 为 任意 正 实数 . 


55 


定理 3.9.3. 设 为 任意 的 正 整 数 . 则 对 于 任意 素数 p 以 及 实数 7 > 1, 有 渐 近 





























DK 
co k+1 
gk = T O (xtti te\ . 
人 ee) 
Sp(n)<a« 
现在 证 明定 理 . wm = S,(n). Fp || m, 则 在 数列 Sp(n) Pm 会 重复 a 次 . 
从 而 有 
1 Q = a 
Dm ee ae ear 
p@||m (m,p)=1 
a 1 
= DD ~c(s) ( -<) 
re 
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注意 到 
1\ a 1 wl 
1-— 一 十 
( =) 2, p p 2, prs 

1 PE 1 ( 1 ) 1 

ps ps ps | ps na 1’ 

可 得 恒等式 


8 








这 就 证 明了 定理 3.9.1. 
Ber > 1 为 任意 实数 , 不 难 证 明 


1 b+iT œ ae 
-一 — 
afl. È s 


iT nzi Sir (n)s 





Sp(n)<ax 
e (ne! 
S*(n) +O 一 min | 1, - 
n=1 i n=1 Sp H ) T h(a 
Sp(n)<a Sp(n)<a 
以 及 
1 peter œ x i 
ES S 
ani Jair A S5-*(n)s 
Sp(n)>x 
S omla) 
=0 in ; 
u Sa) Tu 
Sp(n)<x 
bk 为 任意 整数 . 综合 上 述 两 式 有 
1 b+iT rs co 


Qi 


p_iT ao 


k : 1 
- > Sr nn = pain (1 ; 
Sp tae K 


里 3.9.1 可 得 














H 
Ht 
Git 





shin) = f°" See be 


Ini Jir WF Is 


ds 
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1 
+0 | x’ min | 1, ———_— : 
| we 


光一 —1 时 , 取 b = T=, 并 把 积分 线 从 3 LiT 移 到 -5 iT. 此 时 函 








数 
C(s + 1)a* 
(pt! — 1)s 


Es = 0 有 一 个 二 阶 极点 , 留 数 为 





因此 有 





1 qa 1)zs 1 1 
2ri Lif (pst! —1)s p—1 p 


1 —4—iT i C(s sie 1)2zs 
+— + + ———-ds. 
2ri oS Bee ss 2447 (ps+1 — 1)s 


不 难 证 明 估 计 式 
i -i 3+iT C(s + 1)a* 
Qi (= +f] (pers a 


? |C(o +14 iT)x'/? 





























<J, (p+ +T — 1)T do 
gi “ye 
以 及 
i T CO lg [ ((1/2+iP)e? 
Qni J_a_ip (pst? —1)s o AE — 1)(1/2 + t) 
< glee. 
从 而 有 
a 1 P 2) —1/2+ 
= — | lng +y + ——— ]+0(x g 
dy Fam i pete) 











这 就 证 明了 定理 3.9.2. : 
4k > 1 时 , Wb = k+5 WRT = x, 并 把 积分 线 从 s = kts 移 到 s = k+s. 
此 时 函数 





C(s— k)a* 
(ps 下 一 1)s 
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在 s 三 上 十 1 有 一 个 简单 极点 , 留 数 为 





ytt! 
(p—1)(k +1) 
利用 同样 的 方法 可 得 
SO in = ep ofa 
人 
Sn(n)<z 
从 而 证 明了 定理 3.9.3. 





§3.10 第 49 个 Smarandache 问题 


对 任意 素数 p 以 及 正 整 数 n, Spn) 为 使 得 Sy(n)! 被 Pp” 整除 的 最 小 正 整 数 . 
例如 , S3(1) = 3, S3(2) = 6, $3(3) = 9, 53(4) = 9, 53(5) = 12, $3(6) = 15, 
S3(7) = 18, ---. 

本 节 研 究 与 5,(n) 有 关 的 Dirichlet 级 数 的 收敛 性 , 并 给 出 一 些 等 式 . 


定理 3.10.1. 对 任意 实数 s, 有 





> awi (p — 1)Ç(s — 1) + Rı(s,p), s>2 


> etm) pln) = (p— Dels- 2) +R2(s,p), s>3, 











C(s- 1) 
其 中 
p—1Qlogn+logp 
< > ci 
Rı(s, p) ta log 2 ~ ns $ 
p— 1 QQ ¢(n)(log n + log p) 
< > 一 . 
R2(s,p) 一 log 2 一: ns 
首先 引入 一 个 引 理 . 














引 理 3.10.1. 对 任意 素数 p UBER, 有 


n(p—1) < S,(n) < (n+ aoa (p—1). 


WERA. 不 难 证 明 
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其 中 ] ] 表示 对 不 超过 z 的 素数 求 乘积 . 注意 到 pz" | S,(n), 可 得 


pı<r 




















a Bea 
Sp(n)—1 log(np) 
p—1 log 2 
从 而 有 
S,(n) < log(np) log(np) 
p(n) < [nam1+ log 2 (p—1l)4+1< [n+ jog (p—1). 











这 就 证 明了 引 理 . 
现在 证 明定 理 . 由 引 理 3.10.1 可 得 






































Sp(n) = n(p— 1) + O((p — 1)(logn+ logp)), 








从 而 有 
ae = (p—1)¢(s—1)+ Rı (s, p), s > 2, 
n=1 
其 中 
SINSI +1 
Ri(s,p) < S ) 
n=1 


类 似 可 证 定理 3.10.1 的 其 余 公 式 . 














§3.11 伪 Smarandache 无 平方 因子 函数 


对 任意 正 整 数 n, 伪 Smarandache 无 平方 因子 函数 2G 环 (2) 是 指 满足 n | m” 的 
最 小 正 整数 m. 显然 ZW (1) = 1. “n > 1 时 , 则 有 
ZW (n) = Pipa Dj， 


其 中 pi， P2, ***, Pk xen 的 不 同 素 因 子 . 
本 节 研 究 ZW(n) 的 均值 ,并 给 出 一 些 恒等式 与 渐 近 公式 . 
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定理 3.11.1. 设 a, s 为 实数 , 满足 s 一 Q > 1 以 及 a > 0. MA 


CO 


ZWe(n) _ C(s)(s=a) yp i, 1 
> we cn I el 


其 中 C(s) 是 Riemanm zeta HK, II 表示 对 所 有 素数 求 乘积 . 


卫 


定理 3.11.2. 对 任意 实数 a > 0 以 及 x > 1, 有 


下 = —_ I h- 2] to) 


注意 到 


> ,21"()=z+OG) 以 及 lim a¢(a +1) =1, 


nír 


由 定理 3.11.2 立即 可 得 极限 
1 
Te all (1 = =r) SR 


现在 证 明定 理 . 设 a, s 为 实数 , 满足 s 一 a > 1 与 a > 0. 定义 








CO 


i 





由 Euler 乘积 公式 有 


f(s) = pte -II 





























这 就 证 明了 定理 3.11.1， 
对 任意 实数 a > 0 以 及 x > 1, 显然 有 





\ZW*(n)| <n® 以 及 527 aana 


n=1 








其 中 o 是 s 的 实 部 . 在 Perron 公式 中 取 





3 
So = 0, DS torn Ee, 
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则 有 
1 Sob ae xr xet? 
ZW*(n) = 一 = 
2 W*(n) D soas +0 ( - ) 
注意 到 函数 
xv 
Fe 


在 s =a 十 1 有 一 个 简单 极点 , 留 数 为 


C(at+1)zr"t! h 7 1 | 
C(2)(a +1) $; pr(p+ lj] 


RT = x, 可 得 
an — Sat Dr = 1 at+$+e 
en IT | 








这 就 证 明了 定理 3.11.2. 
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第 四 章 ”除数 函数 与 Smarandache 





本 章 利 用 解析 方法 , 研究 数论 中 著名 的 Dirichlet 除数 函数 与 一 些 Smarandache 


函数 的 混合 均值 , 并 给 出 一 些 渐 近 公式 . 


函数 的 混 


84.1 关于 平方 补 数 的 一 个 渐 近 公式 


Ben 为 正 整数 . S(n) BRAN 的 平方 补 数 , 如 果 S(n) 
数 的 最 小 正 整数 . 本 节 研 究 除 数 函数 在 该 数列 上 的 渐 近 
定理 4.1.1. 对 任意 实数 > 3, 有 


> d(S(n)) = arlne + oe +O ( 


nír 


其 中 d(n) 是 除数 函数 , € 是 任意 正 实数 ， 


a(i- gay) 


2 = alll gay) 


Cı = 


2(2p + 1)Inp 
i (£ @—-N—+HOT2 


此 外 ] 表示 对 所 有 素数 求 笠 积 ，》， 表示 对 所 有 素数 求 和 , y 为 Buler 常数 ， 
p p 





为 了 证 明定 理 , 首先 引入 下 面 的 引 理 . 
引 理 4.1.1. 对 任意 实数 y > 3, 有 渐 近 公式 


Dj an)|a(m)| = chylny + cy +O 


n<y 


HP y(n) Mobius Hak, Pe, 5c, 的 定义 如 下 : 


‘-nll( gry) 


. 63 . 














是 使 得 nS(n) 为 完全 平方 
性 质 . 


1 
十 十 e 
atte), 


学 


jt!)， 


(a) l 


, 
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2lnp 4lnp 
* (= er r + 


1 
r=-v AN- gag) 
则 由 Perron 公式 有 


V dn) d= f a 2 aqs) Eas +0 (v3*) 


n<y 1+e-—iT C2(2 


其 中 J(n) Mobius 函数 , e 是 任意 正 实数 . 














注意 到 函数 ca 
s y? 
C08) A) 5 
Es = 1 有 一 个 二 阶 极点 , 留 数 为 
Res。-1 (<2 4) = ciylny+t cy, 
其 中 


2lnp 4lnp 
— mop et 1-1): 


从 而 有 
>》 d(n)|u(n)| = cyny + y+ O(y?**). 
n<y 
这 就 证 明了 引 理 4.1.1. 
现在 证 明定 理 . 由 引 理 4.1.1 有 


Djd(S(n)) = X d(S(ak?)) = > d(a)|u(a) 


d<a ak2<z ak2<z 
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> 2 dolua) 


ke VE OS 
Pea rd LR gat 
D, (aga OR 


hZVE 
AC(2)e me + (GD) + 26,0 (2)) e+ Ori), 








定义 6 1 
a =d) = 5 II (1 Apa 7) 
以 及 
] 
= ¢, PAE R 5 ae 1 
_ 6 ante Se _ 2(22p+Ynp ig 
= pl. 人 GR) Cols J 
由 上 可 得 


D d(S(n)) = caxln z + cr +O («?**) . 


nír 


这 就 证 明了 定理 4.1.1. 





84.2 三 次 蝴 剩 余数 与 & 次 补 数 


设 自然 数 n = pips? --- per, W 





BRAS KR RIAA, 其 中 
Bi = min(2,a;), l<i<r. 
wk > 2 是 固定 的 整数 ， 如 果 刀 (pz) 是 使 得 "如 (2) 为 k KERER, W 
BK, (nr) Hn Wk RED. 本 节 利 用 解析 方法 研究 数列 as(n)bx(n) 的 渐 近 性 质 ， 
并 给 出 一 些 渐 近 公式 . 
定理 4.2.1. 对 任意 实数 x > 1, 有 
6xt+t1 


> (nbr(n) = pipt) +0 (am 


n<ux 
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66 
其 中 e 是 任意 正 实数 . 此 外 当下 = 2 时 ， 


3 
pP +p 
+D=I(+ 2). 


P 


m4k > 3 时 ， 
R(k +1) 
pk j+3 k k—j+3 
= 


定理 4.2.2. a ) 为 Buler Bk. 则 对 任意 实数 7 > 1, 有 渐 近 公式 


Dba) = E R (k + 1) + O (etre). 


T (k+1)r 
其 中 当 k = 二 2 时 ， 
R*(k +1) 
1 
: p® + 2p? + 2pt + 2p + 2p? +2p+1 P+p/) 
mk > 3 时 ， 
1 pr-5+8 — pk-3+2 
R*(k+1) = 1- ya Ser 
(k +1) I1( 22 十 也 + (p + 1)p@+)5 
a pk-5+3 — pk-i+2 
一 (p + 1) DE+1) (k+j) — pEtDI) 


定理 4.2.3. 设 a > 0, os(n) = 》 d. 则 对 任意 实数 7 > 1, 有 渐 近 公式 





d|n 
6xkott oie: 
Li oals (n)a) = 机 TIERka+D+O 人 ) 

其 中 当 k = 2 时 ， 

R(ka + 1) 

E i p pe + 1 (peer pa 1)p2e1 +p _ 1 

= JI + p+1 \ pot! T (p3a+1) = p2°+1) (po — 1) i 

p 

而 当 k > 3 时 ， 


ka+1 
=P 


= 
R( ka 十 1) = JJ (+z 1)(p° = 1) pret 
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k (k-j+3)a4+1 _ 
ee ( T a—]) d 
和 2 P p p 
k (k-j+3)a+1 _ 
T E a 7 (k+ J (ka+1)j g 
m Deh = a bs perry) 
定理 4.2.4. 设 d(n) A Dirichlet 除数 函数 . 则 对 任意 实数 六 > 1, 有 渐 近 公式 


S aas(n)bu(n)) = SRC) flog z) +O (xt), 


naí% 


其 中 f(y) 是 关于 y 的 多 项 式 , 次 数 为 k. 此 外 当 k = 2 时 ， 


el gia Bape) 





m4k > 3 时 ， 


k eo pest 
Ba) n(- pe 


二 2 


十 


k 


1 


k-j+3 ee: 
Ole rape). parley 


J 


现在 证 明定 理 . 定义 




















由 Euler 乘积 可 得 , 当 k = 2 时 有 


P 











II 
SS 
| 

| 

N 

N 

> RN 
S|- 

w 

+ 

S, ys 
nN —_ 
aS 
ra 

| 
SB) 

Ù 

w 
nN 一 
ww 


C(s — k) pe +p 
¢(2(s — k)) II (: "OD 5) 
m4k>3 时 有 
f(s) = (+ a3(p)b;.(p) + a3(p* )b;,(p7) +) 


+p : po 4 ( 1 ) i — 
js si k+j)s 
= pi 1 pr = ph J) 











I 
- 
oN 
Ke 
十 
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P p` 
s—k 大 一 7 十 2 k—-j+2 
p p p 
x ( 十 1+ pF (>: pis 2 peti 一 =)) 
_ _(s—k) 
C(2(s — k)) 
k k 
pe it ps 了 7 十 2 
x 1+ : een 
II ( 3 (ps—* + 1)pis 2 | 
显然 有 不 等 
2 > Gm (72) be (n) 1 
Jan (m)be(n)| < n?, 2, P EET 








其 中 o >k+1 是 s 的 实 部 . 则 由 Perron 公式 可 得 


让 pm - L f(s + so) Sds 


nso 210 Jy ar 


oe (22t 2) 
x! H (2a) min (1. ozy) 


( 
+0 (a -00 H(N) min ( T) 


其 中 入 是 最 靠近 x 的 整数 , ||z|| =e- N|. Rs = 0, b = k +2, T = 2?” 
H(x) = 22, B(o) = 有 





Axt 


+0 











o—-k-1’ 


o 1 ee ¢(s — k) x 7 
2 om(n)br(n) = F Bo e" 


2 
n<« 天 十 2 一 ?下 ¢ 


nes 


其 中 
pe +p ) 
1+ l 
II ( (pe + 1)(p” — 1) 
如 果 = 2; 
R(s) = k pss? k pit? 
H ( 2 (p°=® + 1)p’” 2 aL es 5) 
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接 下 来 估计 主 项 


kt2tiT (s — k) r 
Din i Coan) a 


把 积分 线 从 s =k+2+1T ils =k+1/2+iT. 此 时 函数 
G(s — k)x* 
CO ks) 
在 s =k+1 有 一 个 简单 极点 , 留 数 为 


k+1 








T 


(k + 1)¢(2) 


1 k+2+iT k+1/2+iT k+1/2—iT k+2—iT 
2i i si J k | | 
(4i k+2—iT k+2+iT k+1/2+iT k+1/2—iT 


C(s — k)x® 
“Cals ks 


= CESO pge + 1). 


不 难得 到 估计 式 


1 oe :fo C(s e k)x* R(s)ds 
2im \ Jk+2+iT r+1/2-ir |/ 6(2(s — k))s 


k+2 C(o 一 天 十 iT) 
L f, CG kFiT)) 


R(k +1). 


则 有 


R(s)ds 








r? 
R(io—k+ iT) do 











k+1/2-iT _ E 
: fy Cr R(s)ds 


Qin k+1/2+iT C(2(s — k))s 


T C(1/2 + it)akt1/2 
<J C(I + 2ityt 














V a3(n)bi(n) = 人 | 
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从 而 证 明了 定理 4.2.1. 
定义 








flo) = So eh) 
pe) = Y ebl) 


po) = So Leb) 

由 Euler 乘积 公式 以 及 %(m)， oa(n), d(n) 的 定义 可 得 , Mk = 2 时 有 
o(a3(p)bi(P)) , G(as(p?)be(p?)) | 

(ga se. 


P 


fils) = 




















p 
a ee) (1 pr? (= -p)(p° +P) _ =)) 
c(2 say ll pI p* — p* ae a 
Tk > 3 时 有 
Ek k-j+2 _ pk-j+1 


1 1 p p 
fils) = II (: ie s—k+1 P js 
4 P 也 p 


j=2 


k KE 一 7 上 2 _ „k-j+1 
十 P p ) 





DE+I)s = pis 


s—jt2 _ ps I+1 


_ _O(s—k) o ! Ep 
5(2(s — k)) II ( peep | 2 (p= + ps 


k s—j+2 s—j+l 
p —p 
2 人 T. 
另外 当 k = 2 时 , 有 
6(s 一 2a) 
Als) = Tos — Bay 





<T] i4 pi 2a net S a +p —1 
p21 ps (p — p°)(p* — 1) 
卫 
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m4k>3 时 有 


_ _G(s— ka) Rae ee ee 
Als) = oe kaJ Ll (1 "Be TD Dp 


DC- jyats s—ka 


一 也 
D ps Ser yep? — 1)pis 


ps jja+s _ De 一 Ra 
a 3 poi) i 
此 外 当 %k = 2 时 , 有 
E ( ps (+ -2-<)) 
fs(s) C3(2s) II 1 十 (ps 十 1)3 ps + ps ps pes i 


而 当 k > 3 时 有 
Ch+1(s) k (k 一 7 十 3 一 Gy) pik-s+)s 
f3(s ~ C2 “TI o py a 


P 


5 = ae z; 3 1 
pay (ps + 1) k+1(p )s 一 pG- k— Ds) (ps + 1)*+1 


再 由 Perron 公式 以 及 证 明定 理 4.2.1 的 方法 可 得 其 他 定理 . 


s—ka 




















84.3 ”关于 可 加 k 次 补 数 


对 于 任意 正 整 数 n, n 的 k UO, (nr) 是 指使 得 nbi(n) 为 次 血 的 最 小 正 整 
数 . 类 似 可 定义 可 加 % 次 补 数 ap(n)， 如 果 ax(n) 是 使 得 a (n) +n Ak 次 暴 的 最 小 
非 负 整 数 , Wa, (n) KAn 的 可 加 有 次 补 数 . 例如 , Hk = 2 时 , 可 得 


n= 123456789 10 11 12 13 14 15 
E E ee 1 


本 节 研 究 a (n) 与 d(ax(n)) 的 均值 性 质 , 并 给 出 几 个 渐 近 公 
定理 4.3.1. 对 任意 实数 z > 3, 有 


定理 4.3.2. 对 任意 实数 x > 3, 有 


Sd(ar(n)) = (- z) yiio? (2r+mr-2+7) P 


nír 
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十 O (at In z) ; 


其 中 7y 是 Buler 常数 . 


























为 了 证 明定 理 , 先 引 入 下 面 的 两 个 引 理 . 
引 理 4.3.1. 对 于 任意 实数 x > 3, 有 


X d(n) = gina + (2y — 1zr+O(r 2), 


nír 


其 中 7y A Euler 常数 . 





WERA. 参见 文献 [1]. 口 


引 理 4.3.2. ka > 3 ARK, f(n) 为 非 负 数论 函数 ,满足 帮 0) = 0. MAH 
近 公 式 


证 明 ， 对 任意 实数 z > 1, 设 正 整数 M 满足 


Me <a2<(M+1)*. 


注意 到 当 mn PONK EE, (t 十 1)*) 的 整数 时 , ay, (mr) 也 取 遍 区 间 [0, (+1) — t- 1] 
的 整数 , 并 且 f(0) = 0. 从 而 有 





M-1 
Sia) = Dy Flax(n)) + >, faln) 
n<z t=1 tk<n<(t+1)* Mk<n<z 

M-1 

= f(n) + f(n), 
t=1 n<g(t) g(M)+M*k—a2<n<g(M) 
其 中 
k-1 


g(t) = 5— (o) t. 


$= 
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由 于 M = [ot], 则 可 得 


t=1 n<g([x1/*]) 


[2# | -1 
ye 3 Fl asof S fin 中 
nz n<g(t) 








这 就 证 明了 引 理 4.3.2. 
现在 证 明定 理 . 由 引 理 4.3.1 以 及 Euler 求 和 公式 , 可 得 


[2] -1 
>》 a(n) E `> to > 


RSE t=1 n<gl(t) n<g([æ1/F] 






































[a# | -1 


大 272K 一 2 a O(a?-?/*) 


— 2—1/k 2—2/k 
I" + O(a ). 











这 就 证 明了 定理 4.3.1. 
另 一 方面 , 由 引 理 4.3.1 与 引 理 4.3.2, 有 
































= `> (k(k — It Int + (2y + Ink — 1)ket* 


+0(t*?)) + O(a'~/* In x) 
[2 一 1 [eF] -1 


= k(k-1) >》 #'int+(Qy+ink-1)k >》 t 


t= t=1 


1 
+O(2'-* In z). 


再 由 Euler 求 和 公式 , 不 难 证 明 


Sd(ar(n)) = (- z) yia? (2r+mr-2+7) P 


nar 




















十 O gr In x) ; 











从 而 证 明了 定理 4.3.2. 





84.4 关于 第 29 个 Smarandache 问题 


对 任意 正 整数 m，ax(m) 称 为 n 的 k 次 补 数 , Wa, (n) 是 使 得 han(n) wk 次 
FEN) TERR. 设 n = p™ p22 pem, 则 wk(n) = pfp? --- pfr, 其 中 Qi + 6 = 
O(modk) HG; < k, 2 =1,2,---,m. 

本 节 利 用 解析 方法 研究 该 数列 的 均值 性 质 ,并 给 出 一 些 渐 近 公式 . 


定理 4.4.1. 对 任意 实数 > 1, 有 


d(ar(n)) _ at at 
23 reer 








nír 


其 中 


k k-1 
k) = (a eee: 
an II | TO TO 


人 | 
pe (p—1)]’ 


d(n) A Dirichlet 除数 函数 , b(n) A Euler Hk, ¢ 是 任意 正 实数 . 
‘Pals, Wk = 2, 可 得 推论 . 


推论 4.4.1. 对 任意 实数 z > 1, 有 
d(a2(n)) _ 2 了 
2 vo el (+ Po- 5) a: 


现在 证 明定 理 . 定义 

















由 Euler 乘积 公式 有 
œ daln) 
f(s) = 2 Fan 
( 


| 
“器 
| 
十 
S] a 
Q 
D 
六 -一 
Ww 
a 
—~ 
SQ 
y 
一 
N 
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d(ax(p”)) dat) is ) 
plar(pE))ps  (ar(pt!))p™+»s 
=) 


= [T(t 





b(p*-1)p* — b(p*-?) ps 


1 d(p**) 
tpe : Ont )perue is 








II 
mm 
上 
Ue 
+ 
人 
3 
™ 
. 
SS 
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S28 d=) dlp?) dlp) 
a I | + sap Bp ype t O 
k k-1 
7 ceo II i+ Sopp po- p” 
$ 2 


1 1 1 X 
中 C(s) 是 Riemann zeta 函数 . 取 b = 一 十 ,T =x™, 则 由 Perron 公式 可 


k logg 


N 
an} 








1 1 


Fa = zg + 有 


log x’ 


1 b+iT a+iT a—iT b—iT 7 
— 0 十 +f +f ) TO 
200 \Jo_ir b+iT a+iT a—iT 3 
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注意 到 估计 式 

maf? A K pete 

201 8 

nL 1% E att ght 

= =K <K VR; 

201 Jair 8 T 

1 ~ <2 XE+e el 
= KTE, 

Qi atiT 8 T 

则 有 


k k—1 
i I Í = DPI epee) j p?/Ftk-3(p— 1) a p™-0/¥(p— 1) 


+0 (zt!) ; 


这 就 证 明了 定理 4.4.1. 





$4.5 关于 次 补 数 序列 
对 任意 正 整数 n > 2, 设 bi(n) 表示 n 的 k 次 补 数 , Bib, (mn) 是 使 得 nb (n) Ak 
次 暴 的 最 小 正 整 数 . 本 节 利用 解析 方法 研究 次 补 数 的 性 质 , an MAAT 
定理 4.5.1. 设 d(n) 为 Dirichlet 除数 函数 . 则 对 任意 实数 x > 1, 有 渐 近 公式 


S dnbr(n) )=z(Aoln £ + A; In! x +-+ Ay) +0 (22t), 


n<r 





EP Ao, Ai, ee ,Ax 是 可 计算 的 常数 ， € 是 任意 正 实数 . 














由 定理 立即 可 得 推论 . 
推论 4.5.1. a(n) 为 平方 补 数 . 则 对 任意 实数 Zz > 1, 有 
Sdna(n)) = 2(Aln? z+Blnz+C)+0 (23), 


nír 
HPA B,C 是 可 计算 的 常数 
推论 4.5.2. b(n) 为 立方 补 数 . 则 对 任意 实数 > 1, 有 


X d(nb(n) = (By nx +C, m’ + D, Ine E) +O (z 2 


nír 


HY Bı, C1, Dı, bi 是 可 计算 的 常数 
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现在 证 明定 理 . 定义 








2 d(nb;(n 
-全 nhl) 


由 bk(n) 的 定义 ,除数 函数 的 性 质 以 及 Euler 乘积 公式 , 可 得 






































2 2 
fey T] (14 d(pbs()) + 40 balp )) +) 
g p p 
d(b:(p)) d(p*) | d(p™) d(p**) 
= T] (1+ SP s.a pE E EAR a TA 
Pp 
= 0+ RE a  Okt1 A H) 
; s pks plktl)s perks 
= (++ : Bx RE x (14 )) 
3 l= p oe ome 
k k 
= 1 十 一 十 
a II ( De i rs 7) 
Ce 人) kp" G)" 
— 1 十 = i 
¢*(2s) II pepe) ee eed) 
其 中 C(s) Riemann zeta 函数 . 
显然 有 估计 式 
~ d(nb,(n)) 1 
|d(nbj,(m))| < n, SF 
其 中 o 是 s 的 实 部 . 在 Perron 公式 中 取 so = 0, b = eee 


+ Cht1(s ) 


1 Tag 
L dnb) ie. o Sa a Rls) as +00"), 








其 中 
= kp*s 7 (; DRs 
I= (+; Orel) oe pep 
注意 到 函数 Ci 
S g? 
Cas) Os 
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在 s 二 1 有 一 个 十 1 阶 极点 , 留 数 为 
s \ (k) 
加 (Dn) 








sR Or 
= li G@ ((s — 1)*+1Ct+1(g))(®) see 
i () (Cs = DEG (8)) -d 人 
SP wie 





十 (i) (s — 1)=+1 +8) (Ra) ”) 


= (Ag ln" z + Ailn £ +--+ Ax), 





其 中 4o, 4A1,… An 是 可 计算 的 当 数 . 因此 可 得 
> d(nb,(n)) = z(Ao ln" z + Aint 2 +--+ Ay) +O (aat) ; 


nír 


这 就 完成 了 定理 4.5.1 的 证 明 . 














84.6 天 次 补 数 与 一 个 数论 函数 
对 任意 正 整数 n, 设 D(n) 表示 方程 n = nins H(ni, na) = 1 的 解 的 个 数 ,， 即 





就 是 
Diny= y E 
dl 
(d,3)=1 
显然 D(n) 是 可 乘 函 数 . 另 一 方面 ,有 KIA (n) 是 指使 得 nAr(n) Hk KER 
最 小 正 整 数 . 


本 节 利 用 解析 方法 研究 数论 函数 D(n) 在 集合 {Ar(n)} 上 的 均值 性 质 , 并 给 出 
一 些 渐 近 公式 . 


定理 4.6.1. 对 任意 实数 > 1, 有 


2, OCR e lice = 2 7 
Daa ae a) +e) 


+O («?**) ; 
HPO) 是 可 计算 的 常数 , C(k) 是 Riemanm zeta Hk, e 是 任意 正 实数 , [ [ 表 
P 


示 对 所 有 素数 求 来 积 . 


84.6 k 次 补 数 与 一 个 数论 函数 79 














由 定理 立即 可 得 推论 . 


推论 4.6.1. 对 任意 实数 > 1, 有 


T’ 2 d+e 
>》 D(Aa(n)) = Tr | (1 一 =) + C(4)x + O(a? t*). 


nír 


为 了 证 明定 理 , 先 引 入 下 面 的 引 理 . 














引 理 4.6.1. 对 任意 正 整 数 n > 1, 有 
D(n) = 2°, 
其 中 vu(n) 表示 n 的 不 同 素 因子 的 个 数 ,例如 


TOER ES oR n=1, 
k, 如果 n = pp DR 

WEAR. ign = pp? p". 注意 到 D(n) ARAZ URD(p*) = 2, 从 
而 可 得 





d\n 














引 理 证 毕 . 
现在 证 明定 理 . 定义 
































显然 对 Re s > 1, f(s) 收敛 . 则 由 引 理 4.6.1 与 Euler 乘积 公式 , 有 
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ea 2 
= Cas) II (: T o. 


Pp 








其 中 C(s) 是 Riemann zeta 函数 . 
在 Perron 公式 中 取 so = 0, = 2,T = 有 


Eram) = | o EO Rs) Zs + o (a1), 


= (Oni Jaar C(28) 
其 中 
ne) -I Èi- ype): 
p 
注意 到 函数 


fis 二 1 有 一 个 二 阶 极 点 , 留 数 为 
co TI (天 ae m) +C(k)a, 
其 中 C(k) 是 可 计算 的 常数 . Kak 
6 l 2 
Y D(A) = oC coins “Tl (1 = m) + O(k)x 


n<x P 








从 而 证 明了 定理 4.6.1. 








84.7 除数 函数 与 可 加 补 数 

对 任意 正 整 数 n, 平方 补 数 ao(n) 是 指使 得 naz(n) 为 完全 平方 数 的 最 小 正 整 
数 . 例如 ， a2(1) = 1, a2(2) = 2, a2(3) = 3, a2(4) = 1, a2(5) = 5, a2(6) = 6, 
a2(7) = 7, az(8) = 2, ---. 类 似 可 定义 可 加 平方 补 数 . 对 任意 正 整 数 ", n 的 可 加 
平方 补 数 a(n) 是 指使 得 n + a(n) 为 完全 平方 数 的 最 小 非 负 整 数 , 即 

a(n) =minfk:n+k=m’, k>0,meéEN*}. 

例如 , a(1) = 0, a(2) = 2, a(3) = 1, a(4) = 0, a(5) = 4,…. 本 节 利 用 解析 方法 
研究 除数 函数 在 该 数列 上 的 某 种 均值 


S dm + a(n)) 


nír 





并 给 出 一 个 渐 近 公式 . 


84.7 除数 函数 与 可 加 补 数 
定理 4.7.1. HER Kika > 2, 有 


3 
> d(n + a(n)) = 二 a+ A,xlna + Agr + O(x?**), 


nír 


HPA, A 是 可 计算 的 常数 , € 是 任意 正 实数 . 





为 了 证 明定 理 , 首先 引入 下 面 的 引 理 . 














引 理 4.7.1. 对 任意 实数 z > 1, 有 
d(n?) = Žem £+ Bixlng + Box + O(x?**), 
其 中 Bi, Bo 是 可 计算 的 常数 , e 是 任意 正 实数 . 
证 明 . 设 s = o 十 让 为 复数 , 并 定义 
2 d(n? 
5) = > 
n=1 
JERE d(n?) < n, 则 当 Re s > 1 时 f(s) Wes. 由 Euler 乘积 公式 可 得 


qd) | dp") ae w 
(+ eer =) 


2s 








f(s) 





P 


3 5 po 
E ee 
p p 


P 


e(z) 
(s) i 
6(2s) 


其 中 C(s) Riemann zeta 函数 . 再 由 Perron 公式 可 得 


3+iT C3(s) x pete 
De an a. P oa +O T ). 


nír 


注意 到 函数 

















(s) 
6(2s) 





x 
s 
在 s = 1 有 一 个 三 阶 极点 , 留 数 为 


3 
> rln’ x + Biızln gz + Box, 
T 
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其 中 Bi, Bs 是 可 计算 的 常数 . 因此 有 


>》 d(n? ) = Son? z+ Bizing + Bye +O (ai). 
n<u 
这 就 证 明了 引 理 4.7.1. 
现在 证 明定 理 . 对 任意 实数 z > 2, 设 正 整 数 M 满足 








M?<«<(M+1)’. 
则 由 a(n) 的 定义 , 有 


Y dln +a(n)) 


nír 


= >， | atat) + `> d(n + a(n)) 


l<m<M-1 \m2<n<(m+1)? 


l<m<M \m?<n<(m+1)? 


= 2 | D datat] 40409 


=, > ， d((m4+1)) | + O(a?**) 
l<m<M \m?<n<(m+1)? 

= > 2md((m + 1)”) + O(a?**) 
l<m<M 

=2 > md(m?) + O(a?**). 
l<m<M 














设 4(z) = 2 ), 则 由 Abel 等 式 与 引 理 4.7.1 可 得 


=MA(M -f a A(t t) + O(M'**) 


3 
=M (Sun? M+BMInMt+ BM) 
T 


M 
-f (Butt Bytine + Bat) dt +O (m+) 
1 T 


1 
z = - M? In? M + C,M? In M + CM? + O(M?*), 
T 


其 中 1, Co 是 可 计算 的 常数. 
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注意 到 
0<a2-M’ < vyr, in?z = 4n? M +0 (z+°), 
由 上 可 得 


>》 d(n+ a(n)) = paths Ashe + Ax +O (7) ; 


n<ux 


这 就 证 明了 定理 4.7.1. 





§4.8 关于 第 80 个 Smarandache 问题 
F. Smarandache 建议 研究 平方 根 序 列 ， 


0, L; l; 1, 2, 2; 2, 2; 2, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 
5,5,5, 5,5,5,5, 5,5,5,5, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 
(OU A ART ALG OMA RI Oe eee ge 


定义 上 面 的 数列 为 a(n), 显然 


其 中 [z] 表示 不 超过 x 的 最 大 整数 . 


本 节 研 究 一 些 数论 函数 在 平方 根 数列 上 的 均值 , 并 给 出 一 些 渐 近 公式 . 


定理 4.8.1. taln) = [Vn], d(n) 为 除数 函数 , 则 有 


Deal) = EVT) = Felge + (2e- 5) «+ Oe), 


nír NET 


其 中 c 为 Euler 常数 . 
HERA. 不 难得 到 


do aa(n)) = > avn) 


nír nír 


= allvi) + Do alla 


12<i<22 22<i<32 
+ > dvi ++, 
N2<i<(N+1)? 


= 3d(1) + 5d(2) +--- + [(N +1)? — N?]d(N) + O(N‘) 
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= ŅX_ (25 + 1)d(j) + O(N). 


= d(j) = N log N + (2c — 1)N + O(N2), 


URFG)=2j+1. 由 Abel 等 式 有 
> (27+1a0) = AWN) F(N) -40D70) -j A(t) f’ (tdt 


ISN 
= [Niog N +(2c-DN+O (xè) (2N +1) — A(1)f(1) 
N 
-f [tlogt — (20 — 1)t + O(N3)| 2at 
1 
= 2N? log N + 2(2 c-1)N? +0 (N? ofr t log tdt 
1 


)- 
af (2c — 1)tdt — af o (e) dt 
J= 


= 2N? log N — 2(2c — 1) N?+0(N? N? log N? + in? 





2(2c — 1) N? 4 o (nè) 
= Ntog + (20-3) N +0(N 3). 
从 而 可 得 


>_ da(n)) = >》(2+1ad() + OWN) 


j<N j<N 


= N? log N + (>- 5) N? + O(N?) + O(N‘) 


1 1 3 
=o 2c— a 
slog + (2c 5) © O(a ): 


定理 4.8.2. aln) = [n3], d(n) 为 除数 函数 , 则 有 


Dd) = Da 


nír nír 


w= 


) = 和 logz+ (2-1) s+) 


其 中 c 为 Euler HA. 
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证 了 明 . 容易 得 到 


= Š d+ >》 Ali?) d((é5]) 
13<i<23 23<i<33 N3<i<z<(N+1)3 
+0 (N°) 


= 7d(1) + 19d(2) +--+ [(N + 1)? — N3]Jd(N) + 0 (N$) 
= > (87? + 37 + 1)d(j) +O (N5). 


ISN 


= d(j) = Nlog N + (2c — 1)N + O(N), 
ISN 


以 及 了 (站 = 37? +37 +1. 类 似 可 得 
》 > (37? +37 + 1)d()) 


= ANAN) -ADIO - f AG 
ae eae 1) 
-f [tlog t + (2c — 1)t + O(t?)](6t + 3)dt 


= 3N? log N + 3(2c— 1)N2 +0 (Ni) + 3N?logN 
+3(2c— 1)N?+NlogN+(2c—1N—7(2c—1N 


N N N 3 
-f 6t? log tdt -f 6(2c — 1)t?dt +O (/ oriat 
1 1 1 


N N 
-f 3t log tdt -|/ 3(2c — 1)tdt. 
1 1 





MAT 
Ai 2 
J 6t? log tdt = 2N? log N — qe 十 ci， 
1 
N 
i 6(2c — 1)#2dt = 2(2¢ — DN3 + ey, 
1 
7 3 3 
J 3tlogtdt = N° log N — —N? + c2, 
i 2 4 
从 而 有 


》 > (37? + 37 + 1)d(y) 


ISN 


86 第 四 章 除数 函数 与 Smarandache 函数 的 混合 均值 





2 
= 3N? log N + 3(2c — 1)N® — 2N° log N + a 
~2(2¢ — 1)N? +0 (Nè) 


1 : 
= Nalog N + (>- 5) N? + O(NÈ). 


因此 
> dain)) = > d({n3]) 
= 7 +34 + 1)d(j) + O(N*) 


1 
= Nalog N + (>- 5) N° +0 (N3) +O(UN9 


= sr log + (>- 3) z+0 (aè). 


定理 4.8.3. 设 a(n) = [n*], d(n) 为 除数 函数 , MA 
1 1 
2 d(a(n)) = 2 AE) = quloge + O(a). 


证 明 可 得 


1k<i<2* 2k <i<3k 


+ > d(fi*]) +0(NS) 


NR<i<(N+1)* 
= (2 — 1)d(1) + (3* — 2*)d(2) +- 
+((N +1)* — N*)d(N) + O(N*) 
=》 [G+ 0* — 7] dj) + OW). 


ISN 


A(N) = 5 d(j) = Nlog N + (2c — 1)N +0 (nè) l 


j<N 


ARSO) = (7 十 1)* 一 六 , 则 有 
> [G +1- 7]a0) 


j<N 














因此 
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= AMAN) -4040 - f ~ AW Pat 
= |N log N + (2c — DN + 0(N4)| [(N +1) — NN] 
~A(1) f(1) 
= [tog + 2e— Dt 00%) e+ D- HE) at 


= |N log N + (2c — 1)N + O(N?)| by (1) ne) 
-xf fe logt — 2(2c — 1)t + O(t?) o ( T dt 


K\ ark ker T a k 
so N* log N — i kt"—* log kdt + O(N") 
1 


= (7) tog. - (E)N ogn + ow) 


= N*log N + O(N*). 


S dla(n)) = > a(n?) 


nlr nír 


= >》 [G +1)" - jag) + O(N) 


ISN 
= N* log N + O(N*) + O(N‘) 


1 
= geer + O(a). 


定理 4.8.4. 设 a(n) = [Vn], y(n) A Euler BHI, 则 有 


E bialn) = FAIVA) = Sa? + O(log). 


nír nír 


WE. 易 得 


d= $aln)) = > ellvn]) 


= > alvi > alvi + >, evil) +o) 
12<i<22 22<i<32 N2<i<(N+1)? 


= 36(1) + 5¢(2) +--+ (N + 1? 一 NON) + O(N) 
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= X (2j + 1d) + OW). 


ISN 


A(N) = 92 40) = SN? + O(N log N), 


4 T? 
JN 


以 及 f(j) = 25 +1, WA 


SO + Noli) = AWN) F(N) - AQ) FQ) - 1 A(t) (tat 


j<N 
3 a5 人 2 
= aN + O(N log N)| (2N +1) — at + O(tlogt)| 2dt 
1 


2 
= —N* + O(N? log N) — a N° + O(N? log N) 





= — N?’ + O(N? log N). 
从 而 
Xella) = $ (27+1)6G) +OCN) 


næ J<N 


4 
= aN + O(N? log N) + O(N) 


4 3 
= aot? + O(a log z). 


定理 4.8.5. ta(n) = [n3], 9(n) A Euler HK, WA 


SX bialn) = E Alin?) = sr + O(w loga). 


n<ux NED 


证 明 . 可 得 





= $ gl?) + gH) +--+ So AEON) 


13<i<23 23<i<33 N3<i<(N+1)3 


= 7¢(1) 二 90(2) +--+» + (N +1)? — N*]¢(N) + O(N) 
= $0 (37? +37 + 1)6(4) + O(N). 


j<N 


A(N) = >》 $(N) = SN + O(N log N), 


JS 
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WRF) = 377 +37 +1, WA 


》 > (37? +37 + 1) 0) 


= A(N)f(N) — AQ) F(1) - i A(t) F(t 


= Ea + O(N log 站 (3N? + 3N +1) 


_ iM se + O(t log J (6t + 3)dt 


— 2 yt- 2 Nt + O(N log N). 
T? 2a“ 


因此 


Sl) = DIB? +35 +1)4G) + O(N) 


= 9 4 3 
= 55 N* + O(N* log N) + O(N) 


9 4 
3 ] 
sat + O(x log x) 





定理 4.8.6. ika(n) = [n*], $(n) 为 Buler BAR, WA 





S d(aln)) = E glint) = — 2 + O(c loga), 
(k +1) 


= >So o*)+ SO aite 2, AEON) 


1kK<i<2k 2k <i<3k NE<i<(N+1)* 
= [G +1} - 3] 64) + O(N). 
ISN 
设 


A(N) = 5 40) = SN* + O(N log N), 


ISN 


RFI) = G+)" jE, 则 有 
> [G+ D" - 7] 40) 


ISN 
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N)f(N)— D- aos 


“fy * + O( pene! (N + 1)* — N*] 


1 


-f Se + O(tog2) k[(t + 18? -tld 


_ 3k k+1 k k(k—1) 3 k4+1 
Sa OU EN gt 


_ __ 6k k+1 k 
= + O(N" log N). 





此 


yo) =F olit) 


nar n<ux 


=> [G+1)* - 7] 6G) + OW) 


j<N 


= rN" + O(N* log N) + O(N) 





= — rF 4 十 O(Zlog x). 
T 


84.9 关于 某 个 类 Smarandache 函数 
Bin > 2 HERM, aln) = [nF]. 此 外 定义 类 Smarandache 函数 如 下 : 
S(x) =Imin{f EN:z<m!}, 2 € (1,00). 
本 节 研 究 类 Smarandache 函数 在 a(n) 上 的 均值 性 质 , 并 给 出 两 个 渐 近 公式 . 
定理 4.9.1. 设 实数 z > 2, 整数 hk > 2, MA 


l log x) (log log log z+ 
> so -= et t o (lenoe r), 
k log log x® (log log x* )? 


nír 


定理 4.9.2. 对 任意 实数 x > 2, MA 


log? x log log log x 
= 1 A O 
din) Sukh) log log x ( TE ( log log x : 
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为 了 证 明定 理 , 首先 引入 下 面 的 两 个 引 理 . 
引 理 4.9.1. 对 任意 实数 z > 2, 有 

l l log log | 
5 s(n) _ vlogs SO (= og x) (log log 22) 


log log x (log log x)? 





n<ux 
WEAR. 由 951 的 定义 , 可 知 车 (m — 1)! < n <m, 则 有 S51(n) =m. X 
F(m—-1)!<n< m!, 两 边 取 对 数 有 


3 logi < logn < S logi. 
{=l i=1 
利用 Euler 求 和 公式 , 可 得 


Vian m + O(log m) = Eisi 


i=1 

















从 而 
logn = mlogm — m + O(log m), 
进而 有 i 
ogn 
=—®"_ 4o). 
n logm—1 BOU) 
继续 取 对 数 , 最 终 可 得 
logm (log n) (log log log n) 
~ loglogn (log log n)? i 


再 利用 Euler 求 和 公式 , 有 估计 式 


Dam- Oo Ym 











nír n<a (m—1)!<n<m! 
logn (log n) (log log log n) 

Taegan log log n)? 

“=z, \oglogn (log log n) 
7 logn o (= x) (log log log 2) 

a log log (log log x)? 
zlogzx x(log x) (log log log x) 
loglogz (log log x)? l 





引 理 4.9.1 证 毕 . 














引 理 4.9.2. 对 任意 实数 x > 2, 有 


X d(n) = zlogz + (2y — 1)zr+O(Vz), 


nír 


其 中 7 A Euler 常数 . 
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WEAR. 参阅 文献 [1]. 
现在 证 明定 理 . 由 a(n) 的 定义 有 














> SaD > 51(2)+ 


1k<i<ak 2k<i<3k 
+ >》 Si(N)+O(N®!t) 


Nk<i<(N+1)* 


= 》 (G+ -5*) i) OIE). 


1<j<N 





x log x x(log x) (log log log x) 
A = = SONOS IO. De 30 Bs 
(2) B SaN log log x n ( (log log x)? f 


n<u 
DES) = (G+ DE- jE, 并 假设 We < x < (N 十 1)*. 由 Abel 求 和 公式 可 得 


> Si(a(n)) 


= A(N)f(N) — A(2)f(2) — i. A(t) F (Edt + O(N) 


= (Set +0 (Awe) ((N +1) N”) 





log log N (log log N)? 
N / tlogt t(log t) (log log log t / 
= (ae +o( eee i ’)) a 
N*¥ log N N* (log N)(log log log N) 
F log log N ( (log log N)? ) 
xXlogz z(log x) (log log log x?) 
~ kloglog xt ( (log log x? )? ) 





这 就 证 明了 定理 4.9.1. 
另 一 方面 , 由 引 理 4.9.1 与 引 理 4.9.2 有 


Sdn)Si(n) 


nír 


= = > d(n)m 


n<x (m—1)!<n<m! 
= aln) (RE + o (ess te") ) 
n<ax log log n (log log n) 


_ logn (log n) (log log log n) 
o > ay log logn ny > a (log log n)? 
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93 
设 
A(x) = $ dm 一 zlogz+(27 一 DZz+O(VG)， 
nár 
以 及 
f(t) = log t oe (log t) (log log log t) 
1 log log t’ g (log log t)? 
由 Abel 求 和 公式 可 得 
X dn)si(n) 
La 
=A ile) -ADA | AOA Ot 
2 
+0 (Ala) fate) - A@ A) - [ AHA) 
2 
o g log? x O Ga x) (log log log 2) 
loglogz (log log x)? 
x log” x ( (= log log z) ) 
= 1+0| = ]]. 
log log x log log x 
从 而 证 明了 定理 4.9.2. 
84.10 关于 第 83 个 Smarandache 问题 
对 任意 正 整 数 n, 设 my(n) = [nF]. Hu, my(1) = 1, m,(2) = 1, m,(3) = 1, 


mal4) = 1, EAE) m,(2*) = 2, M4 (2* + 1) = 2, Duy m,(3*) = 3, Senet 本 节 研 究 该 
数列 的 性 质 , 并 给 出 一 些 渐 近 公式 . 


定理 4.10.1. 设 m 为 正 整 数 , a 为 实数 . 则 对 任意 实数 六 > 1, 有 渐 近 公式 


Y= Fa((m4(n),m)) = 人 + O(a %**), 


mi-@ 
n<ux 
HPo,(n) = Soa", € 是 任意 实数 . 
dln 


Ia = 0 与 1, 可 得 推论 . 

推论 4.10.1. 对 任意 实数 + > 1, 有 
Dj d((ma(n),m)) = EV, 十 O(z!- 去 +<)， 
了 所 也 


>》 o((mq(n),m)) = (2k — 1)d(m)x + O(a! +9), 


nír 
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为 了 证 明定 理 , 首先 引入 下 面 的 引 理 . 
引 理 4.10.1. m 为 正 整 数 , a 为 实数 . 则 对 任意 实数 2 > 1 有 渐 近 公式 


> oal (n,m) = Ce) > i (c#*), 


nír m= ` 
其 中 06(n) = 》 d, e 是 任意 正 实数 . 
dln 
WERA. 定义 


g(s) _ `> Zalm) Í 


Mm 给 定之 后 , f(n) = (m,n) 是 可 乘 函 数 , Millon ((m,n)) 也 是 可 乘 函数 ， 
由 Euler 乘积 公式 , 有 












































Talf(p)) , Fal f(P? 
D P P 
1 1 
= I (1 ae ys + 2s A ) 
aae he 
np Eo) 
p a pi a 
工 十 2 i=0 i=0 
x II PAD gg ee ceria 
pF \|lm 
1 
一 lI 三 
ptm p° 
< Ha E ija 
p8||m p? 
1 1 
= Cs ( +— + + ) 
( ) II ps— prs a) pls a) 
p8||m 
易 证 估计 式 
oa((m,n)) K 
ool) < K= Ha), D A] < Æ = Boo), 
n=1 




















其 中 k 只 与 m 和 a 有 关 , a > 1 是 s 的 实 部 . 取 so = 0, = 2,T = za/2,||z|| = 
|z — N|. 由 Perron 公式 有 


>》 ou(j(m)) = zl i C(s) R(s) Z ds + O(a"), 


84.10 关于 第 83 个 Smarandache 问题 





其 中 
1 1 1 
R(s) = II tt) 
Dll 
接 下 来 估计 主 项 

1 2+iT rs 

— ¢(s)R(s)—ds. 

277 Jait s 








把 积分 线 从 s = 2+ it 移 到 s = 1/2 it. 此 时 函数 


fEs =14 








¢(s)R(s)— 


S 


一 个 简单 极点 , 从 而 可 得 


2+iT 1/2+iT 
Qni A =. 


1/2-iT 
ee 























WT = r°, 有 
1 DEF te 
Qri i 1/2— [je 
2 r? 
1/2 
r? 1 
<< Sa? 
不 难 证 明 
1 1/2—iT rs T) 1 at 
= a _— + it 
sf, ORs) < fl +r |a 
Z gate 
以 及 
1 1 1 
RO) = 14+ at oes tetas) 
( ) 下 pi-e p-a) p-a) 
Ti-am) 
=i mi-@ 
从 而 有 a 
O1-a(m ee 
S oo(f(n)) = Es +O (23t ) 
n&r 


XUE T 5I 


4.10.1. 





E ) ¢(s)R(s)—ds = R(1)x. 
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现在 证 明定 理 . 对 任意 实数 z > 1, RERAN 满足 








N¥<a<(N+1)*. 
Fm,(n) 的 定义 有 


Dj ool(maln),m)) = > oa(([n*],m)) 


5 > oa(({é#],m)) + D o4(([é*],m)) 
tt S> olim) + O(N) 


Nk<i<(N+1)* 
= (2° —1)o,((1,m)) + (3° — 2" )oa((2,m)) 
+- + ((N+ 1)* — N*)o.((N,m)) + O(N‘) 
= DG +1)* — j*Joq((3,m)) + O(N*), 
其 中 e 是 任意 正 实数 . 
定义 


= So 而 


JEN 











由 引 理 4.10.1 可 得 





= So ol i,m ) = Aaa y+ OWE. 


ISN 


WED) = (j 十 1)* 一 j", 由 Abel 求 和 公式 有 
六 


= A(N)f(N) - AQ) f(1) — f A(t) f'(t)dt 


= [e LN + Oi+)| aay "| 





-f eh Ja oo [k(t + 1)*-? — ktt] dt. 














-a(m m) yk +0 [8 | 


$4.11 平方 根 数列 的 一 个 推广 

















从 而 有 


这 就 证 明了 定理 4.10.1. 





§4.11 平方 根 数列 的 一 个 推广 
自然 数 的 平方 根 数 列 a(n) A: 
0,1,1,1,2,2,2,2,2,3,3,3,3,3,3,3, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 


5,5,5, 5,5,5,5, 5,5,5, 5,6,6,6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 
KAU Cay GR at a ee ee 


即 a(n) = 区 世 .我 们 把 上 面 的 数列 作 推广 为 : 
b(n) = [n]. 
本 节 利 用 解析 方法 研究 cu(2(m)) 的 均值 性 质 , 并 给 出 一 个 渐 近 公式 . 


定理 4.11.1. 对 任意 实数 z > 1 与 整数 n > 1, 有 





kela +1) st + Ol), 如 果 a > 0; 
i atk 

diealb(n)) = 4 Zr lose + Ole), 如 果 a = 0; 

nse ¢(2)z + Oa"), 如 果 a = 一 
¢(1—a)z+ O(a), 如 果 a<0 H a#-l, 


其 中 os(n) = > de 是 除数 函数 , C(n) A Riemann zeta BH4k, B = max(1, a), 
dl 


ô = max(0,1 十 Q), € > 0 是 任意 正 实数 . 




















为 了 证 明定 理 , 首先 引入 下 面 的 引 理 














引 理 4.11.1. a > 0 为 给 定 的 实数 . 则 对 任意 实数 7 > 1, 有 渐 近 公式 


E valn) = $F aot + O(a”), 


AED 
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5 a wRa <i, 
ea ¢(2)a+ O(logz), wA a=l1, 


nír 
其 中 9 = max(1, a), 6 = max(0, 1 — a), ¢(n) Æ Riemann zeta Bk. 


WEAR. 参阅 文献 [1]. 
现在 证 明定 理 . 我 们 对 a 分 三 种 情况 考虑 . 
情形 1. 当 a > 0 时 有 


S 5 oa(b(n =S ol ni/®]) 














= valf) + eaten 
i + > 本 ee + O(N®) 
= È (G Lie i‘ Talj) + O(N®). 
i 


= >》 oa() UR fG)=G+*- 


jn 


由 Abel 求 和 公式 与 引 理 4.11.1 以 及 定理 4.8.3 有 








nír 

= A(N) f(N D- f a A(t) f (tdt + O(N’) 

ee dy rane 
atl atk 
+O(NPt*-1) 

= tier Notk a O(NPt*-1) 

= kC (a 十 1) atk Btk=1 

= aE Oe 


情形 2. 当 a = 一 1 时 有 


Djoilbln = K ni/*}) 


nír n<ux 


= Saale) D cal te 


1kK<n<2k 2k<n<3k 








$4.11 平方 根 数列 的 一 个 推广 














+ >》 oaos, 


VPR<m<(NTI)R 
=) (G41)* -7#*) 01) + OW"). 
ISN 
设 
=>》' oai0) UR fG)=G+1- 
j<n 
可 得 


天 rm) 于 的 


= A(N)f( yf a A(t) f’(t)dt + O(N 
= ¢(2)N* +0 m 


= ¢(2)e +O (a) , 


其 中 e > 0 是 任意 正 实数 . 
情形 3. ňa < 0 HaA-1W, 有 


SD aae FON] 


Nk<n<(N+1)* 


(9 + 1)* — 9*) oa(9) + O(N’). 


JEN 


= Lali) BWR 1G) = G+- 


°) 


= A(N) F(N) — ADS) -| A(t) F’ (t)dt + O(N’) 


= k¢(1—a)N* + O(NP*F-1) — (k — 1)¢(1 — a) NF 


=((1=a)N* + O(N°+*-!) 
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6+k—-1 


=¢(1-a)z +0 (at). 


综 上 所 述 , 有 








Kiet, +0 (2) ， 如 果 a > 0; 
von) = Zi losz +O(z), 如 果 a = 0; 
nsr 6C(2)7 +O (=*=) ; WR a = 一 
e(l- az +0 (s>), 如 果 a < 0 














这 就 证 明了 定理 4.11.1. 


84.12 关于 Smarandache 伪 5 倍数 


l; 


H a#-l1. 


一 个 正 整 数 被 称 为 伪 5 FB, WROTE REE (LFS ER) 后 


变 成 5 的 倍数 . 例如 : 0,5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 50, 51, 52,--- 
数 的 集合 . 本 节 研 究 该 数列 的 均值 性 质 , 并 给 出 一 些 渐 近 公式 . 


定理 4.12.1. 对 任意 实数 z > 1, 有 渐 近 公式 


Df =O fn) +0 (Ma), 
mEA4 n<a 


其 中 
M = max {|f(n)|}- 


l<n<a 
分 别 取 f(n) = d(n) GO(n), 可 得 下 面 的 推论 . 
推论 4.12.1. 对 任意 实数 z > 1, 有 


Yn) = zing + (27 - 1)e +0 (wir), 


nEA 
nír 





其 中 让 Æ Euler 常数 ， € 是 任意 正 实 数 . 
推论 4.12.2. 对 任意 实数 xz > 1, 有 


> Q(n) = zlnlng + Bz +O (—), 


In 
neA aa 


nír 


其 中 刀 是 可 计算 的 常数 


. BA 表示 伪 5 倍 
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现在 证 明定 理 . 设 10* < xz < 10*+!, BIR < o> <k+1. HA 的 定义 可 知 ， 
不 在 4 中 的 数 的 个 数 最 多 为 8 十 8 +--- +8" = a 一 1) < 8". 由 于 














1 1 n 
gk 过 glog x = (8's ”) logg 10 = (x) Tes 10 = qT 





7 





WM Alf(n)| (n< a) WEA, WA 


> sin) = 0 (Mat). 
ngA 


nír 


从 而 可 得 

dfn) = 2 Fn) = $0) 

| = Yo) +0 (Mat) 
定理 4.12.1 证 毕 . | 

















由 定理 4.12.1 以 及 渐 近 公式 





>》 d(n) = xln g + (2y — 1)z + O(a?) 


nap 


可 得 推论 4.12.1. 再 由 定理 4.12.1 以 及 渐 近 公式 


> Qn) =-zmmz+Bze+ol ) 
log x 


er 

















可 得 推论 4.12.2. 


84.13 关于 第 二 类 伪 5 倍数 序列 


一 个 正 整数 被 称 为 伪 5 倍数 ,如 果 对 它 的 数位 做 某 个 首 换 (包括 恒 等 秆 换 ) 后 
变 成 5 的 倍数 . 类 似 地 可 定义 第 二 类 伪 5 倍数 . 一 个 正 整 数 被 称 为 第 二 类 伪 5 倍数 ， 
如 果 它 本 身 不 是 5 的 倍数 , 但 是 对 它 的 数位 作 某 个 曾 换 后 就 变 成 5 的 倍数 。 为 方便 
起 见 , WA 表示 伪 5 倍数 的 集合 , B 表示 第 二 类 伪 5 倍数 的 集合 . 

本 市 研究 第 二 类 伪 5 倍数 序列 的 均值 性 质 , 并 给 出 一 些 渐 近 公式 . 
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定理 4.13.1. 对 任意 实数 x > 1, 有 





= Ind ; 
> d(n) = >r (nz+2r- {4 =) +0 (ei) 
25 5 
nEB 
nír 


其 中 d(m) Æ Dirichlet 除数 函数 , y Æ Euler 常数 , € 是 任意 正 实数 . 
为 了 证 明定 理 , 首先 引入 两 个 引 理 . 
引 理 4.13.1. Ra = 1 Aq ARR. 则 对 任意 实数 z > 1, 有 渐 近 公式 


=. 1 Ing ste 
>》 dlan) = (2-2) (ime +2y-14 a) + O(x?"*), 


nF 
其 中 7 是 Euler 常数 ,e 为 任意 正 实数 . 
证 明 . 车 gq = 1, 由 文献 [1] 中 的 定理 3.3 立即 可 得 引 理 . 现在 设 g 为 素数 . 定 















































2 
© d(qn 
TOLSA an) 
n=1 
由 了 Euler 乘积 公式 有 
oda Goo agen) 
RS A a 2 gant 
n=1 a=0 ni=1 
(n1,q)=1 
a=0 gq 2 ni 
(n1,q)=1 
p | í 1 
= 7 1 I 
ae (1- =) 











= <a = 
2 1 ) 
rend 
再 由 Perron 公式 可 得 
1 ] ‘ 


nír 








引 理 4.13.1 证 毕 . E 














84.13 关于 第 二 类 伪 5 倍数 序列 





引 理 4.13.2. 对 任意 实数 x > 1, 有 


y d(n) = xlnz + (2y — 1)x + O(a t+), 
nEA 
n<ux 
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证 明 . 对 任意 实数 z > 1, 存在 非 负 整数 k 满足 10" < xz <10. 由 A 的 定 








义 可 得 
8*+2 _ 64 64 ms 
S51 S848? +8 +... +8" < —— < S38 < Sa, 
7 7 7 
ngA 
n<ux 











salt In8 
注意 到 d(n) < me 以 及 二 > 1/2. 由 引 理 4.12.1 有 


> d(n) > dn) -> d(n) 


neA n<x ngA 
nír n<a 





= > dm)+O So nk 


nír ngA 
nír 
= `> d(n) +O (at) 


nír 


= glag + (2y-—1)z +0 (zmt) : 








引 理 4.13.2 证 5 
































与 4.13.2 可 得 


> dm = >》dm- X` d(5n) 


neB neA 5n<z 
nír nÈ 


= gln+(2y-1)x+0 (a+) 


9 lna 5 
se (Ine ins 427-145") 





16 Ind n 
= 95% (ins + 27-14) +0 (ot), 








这 就 证 明了 定理 4.13.1. 








k 
=. 
现在 证 明定 理 ， 由 4 SB 的 定义 可 知 4 一 B = 全 的 倍数 }， 由 引 理 














4.13.1 
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84.14 关于 正 整 数 的 三 角形 数 剩 余 
对 任意 正 整 数 n, Ka(n) 是 n 的 三 角形 数 剩 余 . 即 

















KN aie 
2 
,其 中 是 满足 
mee 1) 2% 


的 最 大 正 整 数 . 例如 ， 


本 节 研 究 该 数列 的 性 质 , 并 给 出 一 些 渐 近 公式 . 
定理 4.14.1. 对 任意 实数 z > 3, 有 
>》 a(n) = 2, 十 O(Z). 


也 所 了 





定理 4.14.2. 对 任意 实数 x > 3, 有 


D g jrine + (274 as *) +0(x*), 


nír 





其 中 d(n) Æ Dirichlet 除数 函数 , y Æ Euler 常数 . 
现在 证 明定 理 . 对 任意 实数 z > 3, 设 正 整数 M 满足 


M(M +1) (M+D)M +?) 
2 i 2 





F: a(n) = y a(n) 一 yo a(n) 


k=1 BAD cn < Gt ete) acn< MNM?) 





3 > 1 十 O `> s 


i k+1)(k+2 k(k+1 M+1)\(M+2) M(M+1 
li<(s 1 ) 1 (kz L) s<(‘ X } (M 2) 
k 
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k=1 
= >M*+0O(M?’) 
注意 到 估计 式 7 Seg 
Bae ge ee, 
从 而 可 得 
a(n) = r? + O(z) 
nag 
这 就 证 明了 定理 4.14.1 
利用 类 似 地 方法 可 得 
M k 
> daln) =A So di)+ > d(a(n)). 
n<x k=1 i=0 MM+1) ence 
再 由 渐 近 公式 
`> d(n) = zlng + (2y — 1)x + O(x?), 
nír 
可 得 
S dla(n)) 
nT 
M 
=》 (kink + (2y -1)k + O(K4)) +0 Y dà 
k=l jea MMi 
1 1 1 rl 
= =M?InM — -(M* — 1) + =(2y—-1)M* + O(M?) 
2 4 2 
综 上 上 所 述 , 有 
S dla(n)) = Feme + (27+ =) + olet) 


nír 








这 就 证 明了 定理 4.14.2. 








§4.15 正 整 数 的 上 次 方 部 分 


Bin 为 正 整 数 , k > 1 为 整数 ， 定 义 a(n) 为 不 超过 n 的 最 大 k UCR, b(n) 为 
不 小 于 m 的 最 小 k UC. 例如 Hk = 2 时 有 a(1) = a(2) = a(3) = 1, a(4) = 
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a(5) = a(6) = a(7) = 4, ---, b(1) = 1, 8(2) = b(3) = (4) = 4, 8(5) = 
b(6) = b(7) = 0(8) = 8, ---. Bk = 3 时 ,ad = a(2) =--- = a(7) = 1, 
a(8) = a(9) = --- = a(26) = 8,---, b(1) = 1, (2) = b(3) = ... = b(8) = 8, 
b(9) = b(10) = --- = ET 

ASTD FIX VAT HE, 并 给 出 一 些 浙 近 公式 . 

定理 4.15.1. 对 任意 实数 x > 1, 有 

Te vas E 
S = d(a(n)) = a (=) Apx ln" x + Arn r+- 


nír 


+A;,_,2lnx+ A,x +O (c+) . 
+F Ao, 4 , Aj 为 常数 , 特别 当 k = 2 时 有 Ao = 1. d(n) ARMBR, e 是 任 


定理 4.15.2. 对 任意 实数 z > 1, 有 


1 k-1 
S d(b(n)) = wale) Aga In z + Arnt r+- 


nag 


十 4 1zlnz 二 4z 二 O (a+) ; 





为 了 证 明定 理 , 首先 引入 一 个 引 理 . 





引 理 4.15.1. 对 任意 实数 Z > 1, 有 


1/6\F2 
> d(n*) = a(=) Boe ln* x + Byxln* Tr+... 


nír 
+Byelnn + Bye +O (vit ; 
WEAR. is = otit 为 复数 , 并 定义 


(25 





n 


注意 到 d(m*) < n°, 则 当 Re s > 1 时 , f(s) 收敛 . 由 Euler 乘积 公式 以 及 d(m) 
的 定义 可 得 


f(s) = I (+ t+) 
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k+l 2 十 1 
II(+ ey ee 
: p 


grin (5) 
Ck+1(2s) 


2s 


g(s), 





k 1 
ga +) 
P 


其 中 6(s) 是 Riemann zeta RAŽ, II 表示 对 所 有 素数 求 乘 积 . 
由 Perron 公式 有 


> d(n* 


nír 


把 积分 线 移动 至 Re s=} te. 在 s = 1 处 的 留 数 为 


~ Oni 





1 2+iT Ce+1(5) 
l ¢e-1(2s) 





Ts rete 
g(s)—ds + O ( F ) 3 


k-1 

1/6 

FI (£) Boz ln” x + Bız ln”! x+: + Braixzlag + Bge, 
! \7 





其 中 Bo, Bi,:…， 








引 理 4.15.1 证 毕 . 
现在 证 明定 理 . 














B 为 常数 且 当 k = 2 时 有 Bo = 1. 注意 到 当 5 orean 
有 C(s) = Clo + it) < EH. 从 而 另 3 条 积分 线 上 的 积 ore 


2 
pieda 
o (e +F) 








6 


k-1 
£) Boz ln” Z 十 Bizlnes lr... 


+B,_i¢lnx+ Bz +O (a) . 














EE 对 任意 实数 xz > 1, 设 正 整数 M 满足 


M" <2<(M+1)*. 


d(a(n))+ X> d(a(n)) 


Mr<n<z 
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M-1 

= d(m')+ 2, d(M*) 
m=1 mk<n<(m+1)* Mk<n<ax 
M-1 

= (Cim! + Cm? +--+ +1) d(m*) 
m=1 


+O d(M*) 
ere M+1)* 


= Yom 'd(m*) + OME") 


= `> d(n* 


n<y 


由 Abel 公式 以 及 引 理 4.15.1 可 得 
5 m*~td(m* 
m=1 


= M™B(M)- (k-1) fy Bay + 00) 





k-1 
1/6 
= yr} (z (£) BoM ln" M + BMIn M +--+ pat) 


META Ge 
—(k—1) i, (z (£) Boy” ln" y + Byy* ny 
A ! 


+ Bey 1!) dy 
+O(M*-1/2+e) 


k-1 
1 /6 
== (£) BoM" ln M + CiM" i M +--+ Op- M" 


TEk m 
+O(M*-1/2+e). 
从 而 有 
1 /6AN\ ! 
> d(a(n)) = als) BoM®* In M +C,M* I M +--+ + Cp- M" 
nír i 


+O(M*-1/2+e), 
H” Bo, Ch, ad ) Ck_1 为 常数 . 
易 证 估计 式 
O<2—M* <(M+1)* —M* = kM! +C?2M*? +...+1 





§4.16 可 加 六 边 形 补 数 109 





与 
k k In’) k 1 
nës = Wn M +0 (=) =k mt M +0 (a #*). 
LE 
综 上 可 得 
ie EOR a 
> d(a(n)) = 13 (=) Apt In* z+ Arlt e+- Ay_ialne 
= kk! \ kr? 


+A;,x2 +O (c+) : 




















其 中 ho = Bo. 这 就 证 明了 定理 4.15.1. 类 似 可 证 定理 4.15.2. 











§4.16 可 加 六 边 形 补 数 


Ben 为 正 整数 . 若 存在 正 整 数 mm 使 得 n = m(2m 一 1), 就 称 n 为 六 边 形 数 . 另 
一 方面 , n 的 k RIED (n) 是 指使 得 nb (n) 为 次 蜂 的 最 小 正 整 数 ， 类似 地 ,可 
定义 可 加 六 边 形 数 a(n) X: a(n) 是 使 得 a(n) +n 为 六 边 形 数 的 最 小 非 负 整数 . 例 
bn, “n = 1,2,…. ,15 时 , 可 得 a(n) = 0, 4, 3,2,1,0,8,7,6,5,4,3,2,1,0. 

本 节 研 究 函 数 d(a(n)) 的 均值 性 质 , 并 给 出 一 些 渐 近 公式 . 


定理 4.16.1. 对 任意 实数 z > 3, 有 











X a(n) = 2V2 p4 十 O(Z). 


naX 


定理 4.16.2. 对 任意 实数 x > 3, 有 


>》 d(a(n)) = st logx + ($1082 十 (27 一 1) 一 5) +0 (x?) ; 


nír 


其 中 7 A Euler 常数 . 
为 了 证 明定 理 , 首先 引入 下 面 的 一 些 引 理 . 














引 理 4.16.1. 对 任意 实数 7 > 3, 有 


> ad(z) = xlng + (2y — 1)x + O(z?), 


NÄT 


其 中 7 A Euler 常数 . 
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WEAR. 参阅 文献 [1]. 





口 


引 理 4.16.2. Kae > 3 AKK, f(n) 为 非 负 的 数论 函数 , 满足 1(0) = 0. MA 


渐 近 公式 


其 中 [z] 表示 不 超过 xz 的 最 大 整数 . 


WEAR. 对 任意 实数 z > 1, 设 正 整 数 M 满足 


M(2M — 1) < z < (M +1)(2M +1). 


注意 到 当 m” 取 遍 区 间 


[m(2m — 1), (m + 1)(2m + 1)) 


IN, a(n) 也 取 遍 区 间 [0, 4m]. 则 有 


S saln) 


n<ux 


注意 到 


a — M(2M — 1) < (M +1)(2M +1)— M(2M — 1)=4M +1 








引 理 4.16.2 证 毕 . 











f(a(n)) + 


n<M(2M-1) 


> > oo 


m=1i<4m 


| 


f(a(n)) 


M(2M—-1)<n<« 


> 


i<z—M(2M—1 


现在 证 明定 理 . a(n) 的 定义 以 及 Euler 求 和 公式 有 





> 


a) 
) 


a(n) 


M(2M-1)<n<a 
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-55e Di 


m=1 i<4m i<z—M(2M-1) 


i 


mal 





: SM(M +1)(2M + 1) +O(M?) 


= 2 +O(z). 





这 就 证 明了 定理 4.16.1. 
另 一 方面 , 由 引 理 4.16.1, 4.16.2 以 及 Abel “Est 


> d(a(n sa ata ) 
nN<u m=1i<4m i<4M 


SN (4m log 4m + (2y — 1)4m + O((4m)4)) 


m=1 


+O (4M log 4M + (2y —1)4M + O((4M)*)) 


= (8log 2 + 4(2y — 1)) `> m+4 `> mlogm 


m<M m<M 


10 (5 mè) + O(4M log 4M) 


m<M 




















= (8log2 + 4(27 — 1))) (je $ om) 

+4 (ix log M 一 ae —1)+ O(M log aD) + O(M®) 
= 2M? log M + (4log 2 + 2(2y — 1) — 1)M? + O(M?) 
= logz+ (S1082+ @7-1)- 5) 2+0(c 4). 


这 就 证 明了 定理 4.16.2. 














84.17 关于 Smarandache 简单 函数 的 均值 
Smarandache 简单 加 性 函数 的 定义 如 下 : 


p(z) = min{m € NĦ : p” < m!} 





p*(£)=min{mENt:m! <p}. 


112 
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本 贡 利 用 解析 方法 研究 这 两 个 函数 的 渐 近 性 质 , 并 给 出 两 个 渐 近 公 


S dln 


nír 


定理 4.17.1. Kp 为 一 个 给 定 的 素数 . MaA TEŠ kár > 1, 有 


z(Inz —InInz)+ O(z). 


定理 4.17.2. Kp 为 一 个 给 定 的 素数 . 则 对 于 任意 实数 Z > 1, 有 
> d(p*( 
nír 


z(Inz —InInz) + O(z). 


EAR, 首先 引入 几 个 引 理 . 
引 理 4.17.1. 对 于 任意 实数 x > 1, 有 


Y d(n) = 


nír 


HT EAREN 

















= glng + (2c — 1)z + O(V/z) 
其 中 c 为 Buler 常数 . 


证 明 . 参阅 文献 [1]. 
引 理 4.17.2. 对 于 任意 实数 x > 1, 有 
Ini _ 


im z+4+0(22). 
= i x 
其 中 4 为 常数 . 


WEAR. 参阅 文献 [1]. 
接 下 来 证 明定 理 . 由 d 











p(n) 的 定义 可 知 





d(m). 
Ay 


n<a lifa = sme In(m)! 





ne (= 一 De et 
lnp 
时 , p(n) =m, 义 因为 n < x, 那么 区 间 


人 








p 
最 大 的 数 也 一 定 小 





等 于 z, 于 是 得 
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即 In(m)! < zimnp， 结合 Buler 求 和 公式 ， 即 可 得 到 In(m)! 的 主 项 为 mlm, J 
Hmlnm < zlnp. 
如 果 z 足够 大 , 那么 nm 渐 近 于 ln x, 于 是 有 








P sinp 
~ Ine 
根据 上 面 的 分 析 可 得 
Inm 
So d(p(n)) = S° oy d(m)= S° | d(m) + O(z lnp) 
n<z nír Iam =D! <m< tant m< sae Pp 
lam 1 
= D H d(m) + O(a) = (=) 2 In(un) + O(z) 
mse un< SSP 
2 
= ae Zee 2, 1 十 O(z) 











(5 (lng + InInp — Inn.) + O(2) 
= z(Inz—-2InInz)+O(z). 




















这 就 证 明了 定理 4.17.1. 类 似 可 证 定理 4.17.2. 








§4.18 关于 Smarandache ceil 函数 () 
设 k,n 为 正 整 数 . Smarandache ceil 函数 Si(n) 的 定义 如 下 : 
S,(n) =minfmeN:n|m*}. 


可 证 Si(n) 是 可 乘 函 数 . 本 市 研究 d(S(n)) 的 均值 性 质 , 并 给 出 一 些 渐 近 公式 . 





定理 4.18.1. 设 正 整数 太 之 2. 则 对 任意 实数 六 > 1, 有 渐 近 公式 


其 中 C 是 可 计算 的 常数 , e 是 任意 正 实数 . 
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在 定理 4.18.1 中 取 k = 2 Sk = 4, 并 注意 到 
T’ a 
2)= — 4) = — 
¢(2) g’ ¢(4) 90° 


从 而 可 得 下 面 的 推论 . 
推论 4.18.1. 对 任意 实数 z > 1, 有 


> U(S2(n)) = al (1 -3 —) +Ciz+0 («?**) l 








n<ux 
nx In x 1 ee 


其 中 C1,C2 是 可 计算 的 常数 . 
此 外 当 k = 1 时 , 易 证 
jd(Si(n)) = Dj d(n) =alnx+(2y-—1)4+0O («?) ; 


nír nír 
其 中 > 是 Euler 常数 . 
现在 证 明定 理 . 设 




















f(s) = II n SP) OD...) 














-T] ME ee), 4) + 


s prs D+1)s 1D2Ks 


3 





| 
-= 
ji 
+ 
= 
| 
s+ 
aN 8 
Ble 
+ 
x 
> 
十 | ew 
x 
+ 
e 
JR 


| 
I~ 
— 

Cn 
wa 
I~ 
— 

> 

vA) 
wa 

aaa 
wD 





1 
ieee 
¢(2s) ( pks m) 3 


II 
I~ 
——a 

WD 
wa 
I~ 
ee 

SS 

WD 
wa 
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其 中 C(s) 是 Riemann zeta 函数 . 

















显然 有 
~ d(Sx(n)) 1 
assa < 
其 中 o > 1 是 s 的 实 部 . 在 Perron 公式 中 取 so = 0,0b x, 可 得 
1 3+iT /2 k s 3 
S d(Sk(m)) = sf. ERES neo Las + O(n) 
其 中 
so- (em) 
e 是 任意 正 实数 . 
注意 到 函数 2(s)¢(ks) ' 
as RS 
在 s =1 有 一 个 二 阶 极点 , 留 数 为 
; a a 
im (te rat) 
= 2 Ç? (s)S(ks) as 
+(s— 1)? OO Rs) mz — z) 
swem yy (1 = -Z - -) ute: 


其 中 C 为 可 计算 的 常数 . 从 而 有 
6¢(k)alna 1 Tan 


TE p 


这 就 证 明了 定理 4.18.1. 














84.19 关于 Smarandache ceil 函数 (I) 
设 k,n 为 正 整 数 . Smarandache ceil 函数 S74(n) 的 定义 为 : 
S,(n) =min{aeN:nja*} (Yn € N*). 


本 广 进 一 步 研究 co。 (Si(n)) 的 均值 性 质 , 并 给 出 一 个 渐 近 公式 . 
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定理 4.19.1. 设 a > 0, oa(n) = 》 d°. 则 对 任意 实数 > 2 与 正 整数 > 2, 


d|n 
有 渐 近 公式 
_ bee C(a t+ 1)¢(kK(a + 1) - a) 
d,7a(Se(n)) = a +1) 
POE 


其 中 C(s) Riemann zeta HI, € 是 任意 正 实数 以 及 


1 
R(a+1)= JI (1 z DR(a+D-a 一 ao $ 


P 











现在 证 明定 理 . 定义 

















=] ns 
由 Euler 乘积 公式 有 
p lel) | Talk) | |. Zal) ) 
F(s) E IIC ps ps F an pe + 
sI (1+ Opr ee 
Talp’) Talp?) 
+ peks T CRHDS 十 ) 








eo 1+ pa 1+ oy 2a 
“pel Pp P 


] 1 1 1 
十 pks—a a prlks—a) + prlks—a) gee 


| 
es 
> 
= 
+ 
n 
| 





| 
2 
2 
ATTN 
= 
+ 
3 
T 
QR 








SO ER 


ks—a _ 门 (KE 一 1)s 
P 
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1 3 
其 中 oc > 1+ 一 一 是 s 的 实 部 . 在 Perron 公式 中 取 so = 0,b = a 十 xe = 


一 请 


0 一 1 一 Q” 





a°t?, H(x) = x, B(o) = 


seik (Cs 
>_ Fa(Se(n)) Ont ot §—iT ¢(2(s — a)) Ae) mE 


+O (x+1/2+e) , 


n<u 


` 
二 


ro =T] (1-4). 


注意 到 函数 
C(s)C(s — a)C(hs— a) per 
CRs a) s 
在 s =a +1 有 一 个 简单 极点 BION 


CERES ET E 


(a + 1) (2) 
因此 有 
S © a(S: (n)) = re en +1)+ Ogee): 








这 就 证 明了 定理 4.19.1. 








§4.20 关于 Smarandache ceil 函数 的 对 侦 函 数 (I) 
设 k,n 为 正 整数 ,Smarandache ceil 函数 Si(n) 的 定义 为 
Si(n) =minfe eN:n|a*}. 
现在 定义 Sk(n) 的 对 偶 函 数 如 下 : 


S,(n) = max {r EN: q" |n}. 


可 证 54(n) 也 是 可 乘 函 数 . 
本 节 研 究 d(3(n)) 的 均值 性 质 , 并 给 出 一 些 渐 近 公式 . 
定理 4.20.1. k > 2 ARR. 则 对 任意 实数 7 > 1, 有 渐 近 公式 


>》 d(5i(m)) = zlng + (2y — 1)r +0 («*) 


miT 
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与 
d(S,(n = (He +6(F Jat 40 r), 
> (=) 
其 中 Æ Euler EH, C(s) A Riemann zeta Hk. 
由 定理 可 得 下 面 的 推论 . 
推论 4.20.1. 对 任意 实数 z > 1, 有 
S d(5(m)) = y= Te+¢(5 ) + O(x?). 
nír 
推论 4.20.2. 对 任意 实数 z > 1, 有 
N d(S4(n)) = = +¢ G ) xt + O(x?). 
nír 
为 了 证 明定 理 , 首先 引入 下 面 的 引 理 . 
引 理 4.20.1. Rr > 1, s> 0 且 s 关 1. MA 
1 =g 
ar ese + ¢(s) + O(z~*), 
其 中 
Spat 
=+- peti dt 
证 明 . 参阅 文献 [1]. 口 
现在 证 明定 理 . 显然 有 S51(n) =n, 从 而 可 证 定理 的 第 1 R. 接 下 来 假设 k > 2, 
有 


S 7 d(S.(n))=S> Sl 


n<a n<z d|Sz(n) 
由 Si(n) 的 定义 可 知 
d| Si(n) > d |n, 
因此 


Tam = LT 1= Y 


n<z n<z dk|1 drl<z 
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De Da PD a a 


1<dk<d* 1<l<ax/5* 1<1<6 1<d*<z/l 1<dk<5k 1<1<6 
se Ds ug ee a 
1<d<6 1<l<a/5* 1<1<6 1<dk<a/l 
a gyt% 2 2 
=- © [i] © [6] -e-a a, 
1<d<ő 1<I<6 


由 引 理 4.20.1 有 








=o (— + ¢(k) +00) ga (= +¢ (+) +0 (="*)) 


注意 到 xz = et, 则 有 


aS) = Et 000 
= C(k)z+e (+) £z? + O(6) 











这 就 证 明了 定理 4.20.1. 


84.21 关于 Smarandache ceil 函数 的 对 偶 函 数 (JI 
Bik, n 为 正 整数 . Smarandache ceil 函数 Su(n) 的 定义 为 
Sm 一 minfzeN:7m| ze 
现在 定义 Si(n) 的 对 偶 函 数 如 下 : 


Si(n)=max{rEN:z*|n}. 


可 证 Si(n) 也 是 可 乘 函数 . 
本 节 研 究 o4 (Si(n)) 的 均值 性 质 , 并 给 出 一 些 渐 近 公式 . 
定理 4.21.1. 设 a > 0, a(n) = Soa’. 则 对 任意 实数 六 > 1 以 及 任意 正 整 


d|n 
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数 k > 2, 有 渐 近 公式 


k¢(S) 2 ati 
: O(a t*), to >k-1, 
Soe Oe 
nza ((k— a)a +O (a4) ; wRa<k-1, 





其 中 C(s) 2 Riemann zeta Hak, € 是 任意 正 实数 . 














现在 证 明定 理 . 定义 

















一 1 ns 
由 Euler 乘积 公式 有 
f(s) 一 (Ae. p + ) 
: p p 
Tall) Tall) 
z lI (1 Ts Eee pes 
aa(D) Talp) ，oa(D”) 

十 prs mee p@k—-l)s peks joe +) 











I 
emt 


l1- l- /1+p 14+ p%*4+p 
e + n Z T 一 +) 
eee 1 1 

Il 十 

卫 

= ((s)¢(ks — a), 


其 中 5 是 Riemann zeta 函数 . 


I 
I~ 
— 

WD 
wa 




















显然 有 不 等 对 
= ga (Si(n)) 1 
Joal Sm, QU | < goa 
ætl TAR 
其 中 o > 1+ 十 s 的 实 部 . 在 Perron 公式 中 取 
Qa++1 1 atl 1 
So 0, b k In 》 x (x) T, (o) o—1 ott” 
则 有 
1 b+iT s £ 
9 = 一 一 一 — ee - Te 
E a(Se(n)) = f (W)C(ks — a)Z ds +0 (2+) 


§4.21 关于 Smarandache ceil 函数 的 对 偶 函 数 (ID 


4a>k—1 时 , 函数 


S 


¢(s)¢(ks — a) 


1 
fog = 有 一 个 简单 极点 , 留 数 为 





AEE 





从 而 有 








S © a(S: (n)) = i zs +O (a+) : 


nír 


#0 <a<k—-1, WHR 
C(s)¢(ks = a) — 
在 s = 1 有 一 个 简单 极点 , BCC (k 一 ada. 类 似 可 得 渐 近 公式 
S oalSi(n)) = Clk- a)r+0O (ae) 


nír 


这 就 证 明了 定理 4.21.1. 
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第 五 章 ”函数 ev(") 的 均值 


对 任意 素数 p, 设 ep(n) 表示 mn 中 包含 素数 p 的 最 大 指数 , 即 
ep(n) = max {a : p“ | n}. 


FEURS rae, (n) 有 关 的 若干 均值 问题 , 并 给 出 一 些 渐 近 公子 


§5.1 函数 eu(m) 的 均值 性 质 
设 p, 9 是 两 个 不 同 的 素数 , eypy(n) 表示 n 中 包含 pq 的 最 大 指数 , 即 





Cpq(n) = max {a : (pq)* | n}. 
ATR Beng (n) 的 均值 分 布 , 并 给 出 一 个 渐 近 公式 . 
定理 5.1.1. 设 p,g 是 两 个 不 同 的 素数 . 则 对 任意 实数 xX > 1, 有 渐 近 公式 





其 中 e 是 任意 正 实数 . 














现在 证 明定 理 . 定义 











Ce 
=> Epa (n) 
ns 


n=1 
Hepg(n) 的 定义 以 及 Euler 乘积 公式 , 有 





f(s) = > ae + DD py ae 
a=0 t=1 ni=1 a=0 t=1 ni=1 
(n1,pq)=1 (n1,p9)=1 
co Co Q 
+2, 2. ray 
n1,pq)=1 
Ss 
a=0 (pq)** t=1 ae ni=l ni 
(n1,pq)=1 
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CO 


se 


ni=l1 





ee 


+ 
a= “a 
(n1,pq)=1 
as a es 1 
> (pq)®s 2 T 
(n1,pq)=1 


C(s) 
(pq)s 一 工 


其 中 C(s) 是 Riemann zeta 函数 . 














显然 有 
epa(n) < logy n < lan 条 和 四 
k ym na o—1 
3 
Hho 是 s 的 实 部 . 在 Perron 公式 中 取 so = 0, b = > A(x) Inz, B(o) 





1 2417 s +e 
ae e nO (=) 
S T 








2 coal”) ~ Oni Jar (pq)? -1 
注意 到 函数 
C(s) zê 
(pq)? 一 1 s 
在 s = 1 有 一 个 简单 极点 , 留 数 为 
化 
pa—1 
则 有 渐 近 公式 
xv 1 
X eai) E +0 (23+) ; 





这 就 证 明了 定理 5.1.1. 
) 与 完全 UR 


设 p, 9 是 两 个 不 同 的 素数 , err(?) 表示 n 中 包含 pg 的 最 大 指数 , BH 


85.2 PR Bep (n 





epa(n) = max {a : (pq)* | n}. 


另 一 方面 , 正 整 数 n 称 为 完全 k Ki, 如 果 由 p” |n Hk | a. WA 表示 完全 次 
RNR. 本 节 研 究 函 数 eys(n) 在 集合 4 上 的 均值 , 并 给 出 一 个 渐 近 公式 . 
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定理 5.2.1. p,q 是 两 个 不 同 的 素数 . 则 对 任意 实数 + > 1, 有 渐 近 公式 


> Enq (n) = Cy akz? +0 (zt!) ， 


nír 
nEA 


其 中 





-ld-DR 7 
pq 2 (pq)” 


n=1 


是 可 计算 的 常数 , e 是 任意 正 实 数 . 
现在 证 明定 理 . 定义 函数 a(n) 如 下 : 


_f 1, WR n 是 完全 UR, 
aln) 一 0， 其 它 























首先 引入 下 面 的 引 理 . 
引 理 5.2.1. 对 任意 实数 z > 1, 有 





由 Euler 乘积 公式 有 
a(P*) a(P2*) 


OE II (1+ pks F P2ks +) 

1 1 1 
spit) =a) 
=) (1g) 

p qs j’ 


其 中 C(s) 是 Riemann zeta ŽK, II 表示 对 所 有 素数 求 乘积 . 
P 














Il 
= 
AET 
= 
+ 
Y 








Il 
I~ 
a 

a 

wH 
aa 

~ 
= 
l 

™ 
wD 


Bee ee (een aS 





1 
在 Perron 公式 中 取 so = 0, b= = + 


k log2z” 
k 
1 b+iT (Pzs = Lio = 1) xs 
a(n) = 一 一 ks ds+0O (zte 
2 M) = Sri L oea (pq)* ( 
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为 了 估计 主 项 , 把 积分 线 从 = 二 et cs BBO Gt — 
og x 


ee ea 


= Res fore z : 


. 从 而 有 











注意 到 
lim ¢(s)(s — 1) =1, 
可 得 , 
人 
再 由 估计 式 
1 a+iT a—iT b—iT Ts i 
== (/ +f +f ) /Ea K gure 
270 b+iT a+iT a—iT 5 
易 证 





(n,pq)=1 
这 就 证 明了 引 理 5.2.1. 
现在 证 明定 理 . 由 evv(n) 的 定义 以 及 引 理 5.2.1 有 


2 2 @ Dd 
































天 六 分 QSlogpd x ns GDF 
nse kla (n,pq)=1 
- Z ((Gie) o (g) 
< 1°Spa © 
al — 
i 1 DHI 
pt \(q— 1) n +o( r+) 
pq < (p) 2. 
Co Co 车 到 
_ GD) fn i k 
pq PaO”. e i 


+O (ax) 


= kot Po GV) — P =) (aia +0 (2 log )) +0 (22+) 


_@-Iu-!) 


Op gkt® +O (a**) : 
pd 














> 
> 
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85.3 函数 ep(n) 与 n 的 KRHA 


= 





是 可 计算 的 常数 . 
这 就 证 明了 定理 5.2.1. 




















§5.3 Kžte (n) Gn 的 k 次 剩余 部 分 


对 任意 正 整 数 n%， 设 n = u*v， 其 中 v 是 无 上 次 因子 数 ， 设 函数 bi(n) = v, 
Bb. (n) 表示 Wk 次 剩余 部 分 . 本 节 研 究 eyp (be (n)) 的 均值 性 质 , 并 给 出 一 些 渐 近 


公式 . 





定理 5.3.1. 设 p 为 素数 , k 为 正 整数 . 则 对 任意 实数 x > 1, 有 渐 近 公式 


Dett) = (GAA - A) + (et), 


nap 


其 中 e 是 任意 正 实 数 ， 














在 定理 中 取 k = 2, 可 得 下 面 的 推论 . 








推论 5.3.1. 对 任意 实数 x > 1, 有 














现在 证 明定 理 . 定义 

















设 正 整 数 n = pny, 其 中 (mi,p) = 1. 则 由 ey(n) bln) 的 定义 , 有 
ep (bi(n)) = ep (de (pnR1)) = ep(br(p™)). 
再 由 Euler 乘积 公式 可 得 





n=l a=0 ni=1 
(n1,p)=1 

= ¢(s) (1-=) ~ ep(bxr(p°)) 
ps por 
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易 证 
2 ep (bi (D")) 
a pes 
k-1 1 2 
=, ps ag pes esr PED)s 十 pets + pets + 
1 2 k-1 
十 十 pluk+)s + pluk+2)s prey a pluktk—ls + 
= uks rs 
u=0 了 r=1 了 
= 1 (l- k-l 
加 = 5 Ts a pe 一 1 pks 
从 而 有 


f(s) = yee pbn) 
5) cs). 


由 于 C(s) 在 s = 1 有 一 个 简单 极点 , 留 数 为 1, 则 函数 


在 s = 1 有 一 个 简单 极点 , 留 数 为 
[i _ 二 
(p*—1)(p—1) p-1 
在 Perron 公式 中 取 so = 0, b = T>1, 可 得 


mn) = 5, Al nse oe 
ep (br ~ Oni ig gaan TAS 


nar 


把 积分 线 移 到 Re s 二 3 +e, 并 取 T = 2, 有 


Leben = (Gaga ea) 
va P Ha a +0 («?**) 


271 $+e-iT S 
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(44, 2 1) z 
(p*—1)(p—1) p*—1 
1 gate 地 十 e 
sof Gre) Soar) +0(: ) 


= (en D -去 二 ) z+0 (zi+°). 


这 就 证 明了 定理 5.3.1. 




















§5.4 函数 eo(n) Euer 函数 的 混合 均值 
本 节 研 究 eyp(n) 与 Euler Koln) 的 混合 均值 , 并 给 出 一 个 渐 近 公式 . 


定理 5.4.1. 设 p AX, oln) 为 Buler BHA. 则 对 任意 实数 Z > 1, 有 渐 近 公 






































式 
3p Bie 
> atal) = Gane” + O (z3 ) F 
为 了 证 明定 理 , 首先 引入 下 面 的 两 个 引 理 . 
引 理 5.4.1. p 为 给 定 的 素数 . 则 对 任意 实数 z > 1, 有 渐 近 公式 
这 对 + 
(n,p)=1 
证 明 . 定义 5 
f(s) = 3 2 Re s>1 
(n,p)=1 
由 Euler 乘积 公式 有 
fo) = TT 
g#p m=0 q 
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_ O(s—l)p’=p 
C(s) ps—1 
其 中 C(s) 为 Riemann zeta 函数 . 在 Perron 公式 中 取 so = 0, T = 以 及 b = 
可 得 
1 3+4iT — 1) p: — s 3 
5 A ce(s- Dp PP qs+0(Z). 
ara 2niJs_ir C(s) p*—1s T 
(n,p)=1 
注意 到 函数 


S 


G(s — 1) p°- pz’ 
C(s) pols 
在 s = 2 有 一 个 简单 极点 , 留 数 为 








则 有 


引 理 5.4.1 证 毕 . 











引 理 5.4.2. tp 为 素数 . 则 对 任意 实数 x > 1, 有 





a p =ï 

一 二 + O(a“ logz); 
dp (p—1)? ( ) 
aS To 
5 L =P +0 (aè loge]. 
ed (el) 





























85.5 与 epqa(n) 有 关 的 数论 函数 及 其 均值 








以 及 
a a; a 
z See 
aS OS log x 
ae ee 
t=1 p? p2 lise! t=1 p? 








II 
iM: 
S| Sk 
+ 
O 
8 
a 
> ™ ll 
RS ey 
1 Sg 
| ste 
= j en | 
+ 
iM: 
Bal = 
NS 
NS 











引 理 5.4.2 证 毕 
现在 证 明定 理 . 由 引 理 5.4.1 与 引 理 5.4.2 可 得 


X elneln)= >, >》 ad(p*u) = > ad(p*) X du) 


















































nír p <a pusr pr <a“ VS pa 
(u,p)=1 (u,p)=1 
2 3+. 
p—1 $ 3p ( x ) ( £ ) 2 
= 一 一 ap“ | ———~ [|— ] +0||— 
p 2 = La? Np p° 
a< ep 
3(p—1) v Q 2 人 
= — 十 O ete a 
(p + Dm 2 2 Pe 
aS To “= log 





T (p? — 1m? 
这 就 证 明了 定理 5.4.1. 





85.5 ”与 em(n) 有 关 的 数论 函数 及 其 均值 
设 p,q 是 两 个 不 同 的 素数 , epa(m) 表示 mn 中 包含 pg 的 最 大 指数 , 即 


Cp (nm) = max {a : (pq)” | n}. 


m) = D en (7) elt 


t|n 





现在 定义 新 函数 
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本 节 利 用 解析 方法 研究 by(n) 的 均值 性 质 , 并 给 出 一 个 渐 近 公式 . 
定理 5.5.1. p,q 为 两 个 不 同 的 素数 . 则 对 任意 实数 x > 1, 有 渐 近 公式 








cing 1 — 2y — pq + 2pqy — 2pq In(pg) 
S b(n) = {$e 
née (pq — 1)? (pq — 1)° 

+0 («?**) 


其 中 e 是 任意 正 实 数 , y Æ Euler 常数. 


现在 证 明定 理 . 定义 

















n=1 w n=1 n? 
显然 有 
g(s) = f°(s) 
不 难 证 明 elo) (8) 
= $ p 二 

ot AA A a 

此 外 显然 有 
7 bpq (7) 1 
bpg(n) < logy n < nlan, D | 














其 中 o (> 2) 是 s 的 实 部 . 在 Perron 公式 中 取 


5 1 
So = 0,0 = z H) = zln g, B(o) = 








o- 2 
有 
1 5/2+iT ; z5 p3/2+¢ 
Yb) = 55 Ls (ROZ as +0 (=), 
其 中 | 
©) = ego 
注意 到 函数 
化 
(R(E 


在 s = 1 有 一 个 二 阶 极点 , 留 数 为 


ne Bd phe ls ENC 
(pq — 1)? (pq — 1)3 
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其 中 ?7 是 Euler 函数 . 从 而 可 得 





ring 1 — 2y — pq + 2pqy — 2pq |n(pq) 
Don) = —— + Soe 
nze (pq — 1)? (pq — 1)? 

+O(x2**). 











这 就 证 明了 定理 5.5.1. 





85.6 函数 po 的 均值 
Bip, q 是 两 个 素数 , 本 节 研究 均值 》 pe, 并 给 出 一 个 渐 近 公式 . 


nsz 


定理 5.6.1. 设 p, 9 为 素数 , Eq > p. 则 对 任意 实数 x > 1, 有 渐 近 公式 


`> pea”) 


nír 











其 中 e 是 任意 正 实数 , Y 是 Buler 常数 . 


现在 证 明定 理 . 定义 














n=1 
对 任意 正 整 数 n, 显然 ey(n) 是 可 加 函数 ,从 而 pt") 是 可 乘 函数 . Hen) 的 定义 
以 及 Euler 乘积 公式 有 

















Pi Pi 


€q(p1) €q(p}) 
(ett) 
+ 








在 Perron 公式 中 取 so = 0, = 2,T = 2°/?, 可 得 


€q(n) — 1 
Sop mas | 


Gea 2iT 


2+iT 


((s)R(s)—as + O(a), 
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其 中 
4 一 | 
R 
(s) ae, 
此 外 e 是 任意 正 实数 . 
接 下 来 估计 主 项 
1 2+iT zs 
¢(s)R(s)—ds. 
200 Jair 5 
把 积分 线 从 2 1 iT FB B1/2 iT. 
如 果 g > p, 则 函数 f 
x 
G(s) R(s)— 


在 s = 1 有 一 个 简单 极点 , 从 而 有 
1 2+iT 1/2+iT 1/2-iT 2—iT xs 
— +f +f +f C(s) R(s)—ds 
271 2-iT 2+iT 1/2+iT 1/2-iT S 
= R(1)z. 


WT = z3/2, 可 得 








1 1/2+iT 2-iT ise 
= +f C(s)R(s)—ds 
2ni J: oo (PIRI) 5 























2 2 
< / 的 过 | 
1/2 7 
2 十 e 
< = = Ze， 
以 及 
1 1/2-iT zs T ell? 
一 一 ¢(s)R(s)—ds < f (1/2 + it)R(s dt 
Tri Jpn COROT l kataro 
Z ite 
注意 到 , 
d 一 
Rist 
(1) =e 
立即 可 得 渐 近 公式 





ean) _ 人 一 
Sea 


nír 


WMA = p, 则 函数 
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Es 二 1 有 一 个 二 阶 极点 . 设 Res (roZ) 表示 其 留 数 , 则 有 

















p°? — p s 
pe 7? f 
+ (ESD) coe- vy) 
注意 到 
Po f = pt 1 
lim (z a D) = Op’ 
lim ¢(s)(s — 1) = 1, 
以 及 
lim(¢(s)(s — 1))" = 7. 
从 而 可 得 
2 p-ti pl p+1 
Res (Coro?) = se + Gane —1)+ a z 
因此 有 





—1 —1 +1 igs 
Sipe == Zn2Z + 和 a+O(z?"), q=p. 
plnp plnp 2p 


n<r 


这 就 证 明了 定理 5.6.1. 














§5.7 函数 es(n) 与 立方 补 数 函 数 的 混合 均值 


对 任意 正 整数 n, n 的 立方 补 数 b(n) 是 指使 得 nb(n) 为 完全 立方 数 的 最 小 正 整 
数 . 设 p,q 为 两 个 素数 . AUER pee OO), 并 给 出 一 些 渐 近 公式 . 


nír 


定理 5.7.1. p,q 为 两 个 素数 . 则 对 任意 实数 + > 1, 有 渐 近 公式 


2 2 
€q(b(n)) _ q +p 4 十 2 ， lig 
CO) FEES Ola? 





nír 
其 中 e 是 任意 正 实数 . 


由 定理 可 得 下 面 的 推论 . 
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推论 5.7.1. q 为 素数 . 则 


qe O(n) 


nag 
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= qz + O(z2+°). 





现在 证 明定 理 . 设 正 整数 n = wavu2uw, 其 中 v,w 是 无 平方 因子 数 , Hw, w) = 1. 


则 由 b(nm) 的 定义 可 得 b(n) = vw. Bik 








对 任意 素数 p 以 及 非 负 整数 m, 有 








l; 如 果 m 一 3t, 
bp") = 4 P, WR m= 3t+1, 
p, WR m= 3t+2. 
E (b(n)) 
E oo pe b(n 
1 = 
由 于 es(n) 是 可 加 函数 , b(n) 是 可 乘 函数 . 因此 pt) 是 可 乘 函数 . 由 es(n) 的 定 
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中 取 so = 0,b = 2,T = 2°, 有 
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以 及 e 是 任意 正 实数 . 
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注意 到 函数 


C(s) R(s) Z 
在 s = 1 有 一 个 简单 极点 , 留 数 为 R(1)z. 则 有 
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这 就 证 明了 定理 5.7.1. 














§5.8 关于 er(n) 的 混合 均值 
Ben 为 正 整 数 , Pa(n) 表示 n 的 所 有 正 因数 的 乘积 , 即 
P,(n) =|] a. 


dln 
例如 Pi(1) = 1, Pi(2) = 2, 已 (3) = 3, Pi(4) = 8, =. 本 节 研 究 ey (Py(n)) 的 均 
值 性 质 , 并 给 出 一 些 渐 近 公式 . 


定理 5.8.1. 设 p 为 素数 . 则 对 任意 实数 2 > 1, 有 渐 近 公式 





Tlnz 
e,(Pi(n)) = 
4e — 1)? (2y — 1) = (2p* + 4p? + = 2p + 1)Inp | 
píp — 1)4 
+O(a?**), 


其 中 是 Buler 常数 , € 是 任意 正 实数 . 
在 定理 中 分 别 取 p = 2,3, 可 得 下 面 的 推论 . 


推论 5.8.1. 对 任意 实数 x > 1, 有 








y 1 2y — 65ln2— 1 

e2(Pa(n)) = grme + noa, a O(a?t*); 
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> 1 8y — 137ln3 — 4 f 
€2(Pi(n)) = grme + A roa 
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为 了 证 明定 理 . 首先 引入 下 面 的 儿 个 引 理 . 
引 理 5.8.1. 对 任意 正 整 数 n, 有 














其 中 d(n) 是 除数 函数 . 
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证 明 . 这 是 文献 [21] 中 的 引 理 1. 口 
引 理 5.8.2. 对 任意 实数 z > 1, 有 
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Ke] 表示 对 所 有 素数 求 乘积 , Y 是 Buler 函数 , e 是 任意 正 实数 . 
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证 明 ， 设 


由 Perron 公式 可 得 
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其 中 C(s) Riemann zeta 函数 . 
注意 到 函数 
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+O(x?**), 
引 理 5.8.2 证 毕 . O 














引 理 5.8.3. kp 为 素数 . 则 对 任意 实数 7 > 1, 有 渐 近 公式 
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证 明 ， 第 一 式 是 显然 的 , 因此 只 证 后 两 式 . Be 
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这 就 证 明了 定理 5.8.1. 
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